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Вступ 

1. Шорсткість поверхні значно впливає на 
такі фізико-хемічні контактні явища та процеси, 
як: корозійну та радіаційну стійкість; 
теплопровідність; змочування поверхні твердих 
тіл крапельними рідинами і розтопами металів та 
полімерів; електрохемічне полірування та 
травлення; конденсація на поверхні та 
випаровування з поверхні; кипіння; перегін 
(сублімація) з поверхні та деперегін (конденсація 
ґазу або рідини) на поверхню твердого тіла; 
адсорбція, адгезія, когезія твердих тіл, зчеплення 
поверхонь; електроконтактні та електрокінетичні 
явища; електроосмос та електрофорез; розподіл 
ζ – потенціалу біля поверхонь тощо [1, 2]. 

2. При описі шорсткої твердої поверхні та 
розрахунках фактичної площі контакту (ФПК) 
застосовують моделі поверхні у такому вигляді: 
набору сфер, розподілених за висотою лінійно або 
нелінійно [3 – 11]; набору стрижнів, розподілених 
за висотою лінійно або за законом Ґаусса [1, 6, 
12 – 14]; набору сфер або циліндрів, рівномірно 
розподілених на поверхні і таких, що мають 
однаковий радіус кривини і однакову висоту [15]; 
конусів [16 – 18]; зрізаних конусів [19]; пірамід 
[20]; сфер, симетричних клинів, конусів з кутом 
розхилу π/2, які мають лінійний, нормальний або 
Пуассона розподіл за висотою і випадковий 
розподіл по поверхні [21]; еліпсоїдів [16, 22] тощо. 
При цьому припускають сталість радіуса або кута 
при вершині, а закон розподілу висоти 
нерівностей визначають експериментально за  
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параметрами шорсткости поверхні. Накладання 
обмежень на форму виступів віддаляє модель від 
реальної поверхні. Як засвідчила зйомка 
топографічної мапи поверхні ряду профілів, 
реальна форма мікровиступів є далекою від 
правильної [23, 24]. 

3. Статистична оцінка шорсткості поверхні 
[2, 25 – 30]: існують способи опису нано- та 
мікрошорсткої поверхні, що базуються на 
використанні 24 параметрів шорсткости і 
хвилястости [31, 32], які визначаються за 
профілоґрамами профілю поверхні та зняті в 
кількох напрямках. 

Параметри статистичної оцінки шорстких 
поверхонь включають: 

• середню (або центральну) лінію профілю 
Z1, вибірковою оцінкою якої є середнє 
арифметичне відхилення профілю поверхні Ra від 
базової лінії в межах базової довжини L [25]; 

• квадрат лінії профілю [2], вибірковою 
оцінкою якої є середнє квадратичне відхилення 
профілю поверхні Rq [25]; 

• функцію автокореляції Z3, вибірковою 
оцінкою в межах базової довжини L є R1(τ) [2]; 

• якщо функція у=f(х) є стаціонарною з 
нормальним розподілом Ґаусса (н.з.р.), то вона 
повністю характеризує висотні якости профілю 
поверхні. Тоді розподіл ординат за довжиною 
профілю поверхні підпорядкований н.з.р. Ґаусса 
[12, 33 – 36], а сам розподіл характеризує: 
щільність ймовірностей нормального розподілу, 
нормовану щільність ймовірностей нормального 
розподілу; 

• розподіл висот вершин характеризує: 
теоретична та фізична спектральні щільности 
(степеневі функції щільности) профілю поверхні. 
Спектральні щільности S(ω), що відповідають 
кореляційним функціям розподілу висот вершин, 
можна визначити за допомогою перетворення 
Фур’є [2, 12, 33, 37]; 

• частотні характеристики спектру [33]; 
• коґерентні характеристики спектру [33]; 
• інші параметри: параметр нахилу 

нерівностей [2]; параметр гостроверхости 
(кривини) вершин нерівностей [2]; параметр 
напрямку нахилу виступів [2]; ширина розподілу 
(розмах варіювання) ординат профілю; 
нормалізована (стандартизована) висота 
нерівностей профілю поверхні за 10 точками (Rz) 
[25]; 

• крокові параметри нерівностей поверхні: 
середній крок нерівностей [25]; середній крок 
нерівностей за вершинами; середній крок 
нерівностей за западинами; 

• до структурного параметру нерівностей 
поверхні відносять [1, 2, 25] стандартизовану 
відносну опорну довжину профілю tp на рівні р 
(від Rmax) перерізу профіля (у % або відносних 
одиниць від базової довжини L) – опорна крива 
Аббота [1, 38 – 40]; 

• відомі спроби створення простого критерію 
оцінки шорсткости, який би у повній мірі 
характеризував експлуатаційні властивости 
поверхні [31, 41]. Так, в [42 – 46] запропонований 
безрозмірний комплекс Δ*. 

4. Теоретико-ймовірнісні моделі. 
Одним із найбільш вагомих факторів, який 

утруднює математичний опис шорсткости 
поверхонь твердих тіл, є її нереґулярність, що 
виникає в результаті фізичних та фізико-хемічних 
способів обробки та формування поверхонь 
твердих тіл, яка і викликає необхідність 
застосування для її опису та аналізу теоретико-
ймовірністних методів [47, 48]. 

Дослідження шорсткої поверхні методами 
одномірних випадкових функцій [49 – 53] 
базуються на двох припущеннях: 

• статистичні характеристики поверхні 
приймаються рівними статистичним 
характеристикам профілоґрами цієї ж поверхні; 

• вершини нерівностей вважають 
сферичними. 

Профілоґрама вказує на менше число високих 
піків порівняно з дійсним числом високих вершин 
на поверхні, тому що профілоґрама з більшою 
ймовірністю проходить по схилу виступу 
поверхні, ніж по вершині. Навіть для грубої 
поверхні та поверхні, яка отримана різанням з 
вузькою спектральною функцією, малоймовірно, 
що всі нерівности будуть проходити через 
середню лінію профілю. Як показано в [54], 
середня висота виступів профілю приблизно на 
80% менша середньої висоти виступів поверхні. 

Таким чином, перше припущення приводить 
до помилки при визначенні розподілу висот 
вершин, кривини і ґрадієнту поверхні: 
профілоґрама дає занижені ймовірности високих 
вершин, кривини у вершинах і середні ґрадієнти. 

На цій же підставі крива опорної поверхні 
доволі неточно визначає площу поверхні на 
відповідному рівні, тому що певна сума відрізків 
профілоґрами являє собою переріз нерівностей 
поверхні по схилах і, таким чином, непропорційна 
реальній площі на даній висоті. Ймовірність, що 
на профілоґрамі зустрінеться максимальний 
виступ, дуже мала. 

Таким чином, величини параметрів Rmax та 
кривої Аббота опорної поверхні визначаються з 
малою точністю. Друге припущення допускає 
рівність кривин у напрямках осей, що приводить 
до похибок у визначенні середньої кривини, 
головних кривин і відношення головних кривин у 
вершині мікронерівностей. 

Наприклад, завдання визначення головних 
кривин і відношення головних кривин у вершинах 
мікронерівностей вирішується таким чином: в 
двох перпендикулярних напрямках, які 
відповідають поздовжній і поперечній 
шорсткостям поверхні, знімаються профілоґрами, 
за ними визначаються радіуси кривин у вершинах 
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мікронерівностей, які і приймаються за головні. 
Дослідження [55] точности цього методу 
визначення головних кривин і відношення 
головних кривин (l) показало, що при відносній 
похибці при значеннях кута похибки ψ = 10, 30, 50, 
100 відношення кривини l міняється від 1 до 
0,0004. Так, при l ≥ 0,126 метод дає задовільні 
результати. При малому відношенні кривин 
(l < 0,126) із зменшенням l похибка катастрофічно 
зростає, що веде до непридатности формули для 
визначення ексцентриситету. Тому, необхідно 
було знайти метод визначення головних кривин, 
який не вимагає визначення поздовжнього та 
поперечного напрямків на поверхні і, таким 
чином, не був би пов’язаний з кутом похибки ψ. 

Для опису статистично однорідної ізотропної 
поверхні в [56 – 62] при дослідженні поверхні 
океану при хвилюванні і в [37] при вивченні 
ізотропної поверхні твердого тіла застосували 
випадкову функцію для двох змінних z=z(x,y), яка 
має автокореляційну функцію R(x,y) [37] і 
допускає її спектральний розклад Фур’є Ф(kx,ky) 
на гармонійні компоненти kx, ky хвильового 
вектора K


 [37], при цьому характеристики 

поверхні можна виразити через моменти 
спектральної щільности (СЩ). 

Лонґе-Гіґґінс отримав співвідношення для 
щільности піків анізотропної ґауссовської 
поверхні [60, 61], а в [56] розглядає питання про 
кутові коефіцієнти і ґрадієнти такої поверхні. 

Наближені методи отримання характеристик 
анізотропної поверхні на основі теорій 
випадкових функцій і з використанням кривої 
опорної поверхні, а також пов’язані з ними 
методи розрахунків фактичної площі контакту, 
оцінки триботехнічних властивостей 
контактуючої поверхні узагальнені в [22, 31]. 

Найяк [37] отримав розподіл висот вершин, 
середню кривину у вершині та ґрадієнт ізотропної 
поверхні, а також висоти та кривини піків і 
кутовий коефіцієнт профілоґрами цієї ж поверхні. 

Взагалі, апроксимація R(x,y) функціями 
визначеного виду [49, 52, 63 – 66] веде до 
згрублення випадкового процесу і може бути 
джерелом похибок при визначенні спектральної 
щільности розподілу висот вершин. 
Необґрунтованість подібного підходу показана в 
[37]. 

Використовуючи модель випадкового поля 
шорсткої поверхні і не пов’язуючи її з АКФ 
якогось певного виду, не використовуючи 
припущення, які прийняті для опису поверхні 
одномірними випадковими функціями або 
поверхні з сильною анізотропією і орієнтованими 
мікронерівностями, а також не припускаючи 
певної форми нерівностей, в [54, 55, 67 – 71] 
отримано співвідношення для законів 
розподілення та їх основних параметрів 
анізотропних поверхонь: щільности ймовірности 
висот вершин, середньої кривини у вершині 

мікронерівностей, ґрадієнту поверхні, повної 
кривини у вершині, головних кривин і 
співвідношення головних кривин у вершині 
мікронерівностей анізотропної поверхні, а також 
для середньої висоти виступів шорсткої поверхні і 
щільности плям контакту при сполученні 
шорсткої поверхні з рівною. 

При цьому, з опису топографії анізотропної 
поверхні як частинний випадок витікали 
результати для ізотропної поверхні, які для 
щільности ймовірности висот вершин, середньої 
кривини мікронерівностей поверхні у вершині та 
ґрадієнта, приведені до раніше відомих 
результатів [37], крім того, дослідження фактичної 
площини контакту за методами опорних кривих і 
випадкового поля показало, що запропонована в 
[68] модель опису анізотропної поверхні 
випадковим полем дає розрахунок ФПК близький 
до експериментального [72], що дозволяє 
прийняти цю модель у подальших теоретичних 
дослідженнях контактних явищ на шорстких 
поверхнях твердих тіл, як таку, що описує 
анізотропну шорстку поверхню з високою 
надійністю та точністю. Тому, необхідно 
дослідити ізотропність шорсткої поверхні твердих 
тіл. 

І. Теоретична частина 

Існує дві точки зору на поняття ізотропности 
поверхонь: 1) при статистичній оцінці шорстку 
ізотропну поверхню визначають як поверхню, яка 
змодельована у вигляді набору сфер [3 – 11]; 
2) у низці робіт [47, 73] розуміють ізотропність в 
тому смислі, як вона визначена в теорії 
випадкового поля. 

У теорії випадкового поля z = f (x, y) 
ізотропним прийнято називати поле, 
автокореляційна функція R (x, y) [37, 68, 74, 75] 
якого залежить лише від змінної r = (x2 + y2)1/2 і не 
залежить від полярного кута θ = arctg(y/x), а 
спектральна щільність Ф (kx, ky) [37, 68, 74, 75] 

залежить тільки від змінної   kk


  [29]. 

За теорією випадкового поля, ізотропна 
поверхня уявляє собою поверхню, яка 
змодельована виступами, що відрізняються 
головними кривинами у вершинах нано- та 
мікронерівностей (наприклад, цю умову 
задовольняє еліпсоїдна модель), причому розподіл 
кута повороту виступів є рівномірним [29]. При 
такому означенні ізотропности на форму нано- та 
мікронерівностей не накладуються a priori певні 
обмеження. 

Ці два означення ізотропности не є 
тотожними. Поверхня може бути змодельована 
набором сфер, а R (x, y) при цьому буде залежати 
від полярного кута θ. 

Нехай Н1, Н2 – головні кривини, а l = Н1/Н2 – 
співвідношення головних кривин [55]. Із 
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означення ізотропности за ідеальною сферичною 
моделлю витікає, що для ізотропної поверхні 
головні кривини та співвідношення головних 
кривин дорівнюють: 

      , 1     ; 11211   ElEHEH  (1) 
де Е – знак математичного сподівання; 

00

1
1 m
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   – безрозмірна зведена (при-

ведена) висота; 
m00 – момент нульового порядку спектральної 
щільности анізотропної поверхні при p=0, q=0 
[37, 61, 68]; 

2  , де 2 – дисперсія висот вершин 
нерівностей. 
Визначимо ці величини для анізотропної 

поверхні, яка описується випадковим полем, а 
потім запишемо отримані співвідношення для 
ізотропної поверхні. 

Нехай Н1 ≥ Н2. У вершинах мікронерівностей 
будемо мати [55]: 

• для середньої кривини: 

; 2/1
22 tmH    (2) 

• для повної кривини: 

 , 22
22   tmK   (3) 

де m22 – момент четвертого порядку 
спектральної щільности анізотропної поверхні 
при p=2, q=2 [37, 61, 68]; 

 t, ρ, φ – змінні, які пов’язані з 22
4 / xz  ; 

yxz  /2
5 ; 22

6 / yz   співвідношення-
ми [55, 68, 75]. 
Використовуючи відоме [55, 76, 77] співвідно-

шення між повною К, середньою H  і головними 
кривинами Н1, Н2 для вершин нано- та 
мікронерівностей отримаємо [55]: 
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Математичні сподівання головних кривин і 
відношення головних кривин анізотропної 
поверхні у вершині нано- та мікронерівностей 
висотою 1   визначається так [55, 76, 77]: 
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де об’єм (простір) інтеґрування V1(t, ρ, φ) 
визначається нерівностями [68, 75]: 
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Або ці величини визначаються так [55]: 
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де функції  1 T  і  1 W  визначаються таким 
чином [55]: 
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де Δ, Δ12, Δ1, …, Δ9 – визначники [68, 75]; 
 D – щільність вершин [37, 60]; 
 А1, …, А9 – вирази [68, 75]. 

Для ізотропної поверхні вирази (13) і (14) 
набувають такого вигляду [55]: 
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Після інтеґрування (15), (16) отримаємо: 
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де інтеґрали J0, J1,…, J5 [37, 55, 68, 75]: 
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Виходячи з виразів (2) – (18) та виразів для 
 1 p  і  1 HE  для ізотропної поверхні [55, 68, 

75] вирази для математичного сподівання 
головних кривин і співвідношення головних 
кривин у вершині нано- та мікронерівностей 
ізотропної поверхні будуть мати вигляд [55]: 
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де m4=3m22=m40=m04 – момент четвертого порядку 
спектральної щільности ізотропної поверхні [37, 
75]. 

Визначимо ці величини для ізотропної 
поверхні при α → ∞ за (25) – (27), тоді інтеґрали 
J4, J5 приймають вигляд [55]: 
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Формули для розрахунку математичного 
сподівання безрозмірних головних кривин і 
співвідношення головних кривин для ізотропної 
поверхні набувають вигляду [55]: 
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• при α = 1,5 співвідношення головних 
кривин дорівнює: 
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Крім того, проведемо оцінку математичного 

сподівання  1 El  за двома формулами:  
1) замінюючи у виразах (4) – (6) величини Н1, Н2, 
К їх математичними сподіваннями, тоді при 
α → ∞ будемо мати [55]: 
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2) замінимо в (7) величини Н1 і Н2 їх 
математичними сподіваннями  11  EH  (10) і 

 12  EH  (11), тоді при α → ∞ будемо мати: 
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Таким чином, ідеальна сферична модель 
ізотропної поверхні, передбачаючи, що всі 
вершини нано- та мікровиступів мають вигляд 

сфер, приводить до співвідношення головних 
кривин   11 El , а для ізотропної поверхні, 
змодельованої випадковим полем, отримуємо 

  1)600,0333,0(1 El  (рис. 1). 

 
Рис. 1. Залежність математичного сподівання 

співвідношення головних кривин у вершині від 
безрозмірної зведеної висоти нано- та 
мікронерівностей ізотропної поверхні твердого 
тіла, описаної ідеальною сферичною моделлю (1) 
та моделлю випадкового поля (2-5) при 
широкосмужности спектру α → ∞ (2-4) та α = 1,5 
(5). 

Ці результати доводять, що в моделі шорсткої 
поверхні у вигляді ізотропного випадкового поля 
немає місця сферичній моделі. У той же час теорія 
випадкового поля не відкидає того положення, що 
окремі вершини ізотропної поверхні можуть мати 
вигляд сфер, але показує, що всі вершини 
одночасно не можуть бути сферами. 

Величину  1 El  можна отримати 
осередненням величин  1 il , де  1 il  – 
співвідношення головних кривин в і-тій вершині 
висотою i1  . Ясно, що  1 El  дорівнює одиниці 
тільки в тому випадку, коли всі   11 il . Так як 

  11 lE , то ізотропна поверхня, що 
змодельована випадковим полем, має вершини, 
для яких   11 il , тобто має місце наявність 
несферичних виступів. 

Висновки 

Ідеальна сферична модель в загальному 
випадку не має місця під час моделювання нано- 
та мікрошорсткої поверхні ізотропним 
випадковим полем, бо завжди, поруч зі 
сферичними виступами, має місце наявність 
несферичних виступів. Цей факт необхідно 
враховувати під час опису фізико-хемічних явищ і 
процесів, які відбуваються на нано- та 
мікрошорстких поверхнях твердих тіл. 
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