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Вступ 

Використовуючи модель випадкового поля 
шорсткої поверхні і не пов’язуючи її з 
автокореляційною функцією (АКФ) якогось 
певного виду, і не використовуючи припущення, 
які прийняті для опису поверхні одномірними 
випадковими функціями або поверхні з сильною 
анізотропією і орієнтованими мікронерівностями, 
а також не припускаючи певної форми 
нерівностей, в [1–42] отримано співвідношення 
для щільности ймовірности розподілу висот 
вершин, розподілу кривин у вершинах 

нерівностей, розподілу ґрадієнту анізотропної 
поверхні. 

У [1–13, 16, 24, 38–42] показана придатність 
теорії випадкового поля для опису топоґрафії 
ґауссовських поверхонь і контактних явищ, при 
цьому порівняння розрахунків фактичної площі 
контакту (ФПК) пружного контакту шорсткої 
ґауссовської анізотропної поверхні з рівною 
методом випадкового поля з результатами 
експериментального визначення ФПК оптико-
акустичним методом показало на близькість 
експериментальних даних і результатів 
розрахунків. 
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Загальна теорія випадкового поля викладена в 
[43, 44]. Для інтеґральних перетворень використа-
ли [45–46]. 

Мета роботи полягала в тому, щоби, на 
підставі математичного опису профілоґрами, 
розробити методику для розрахунків параметрів 
поверхні. 

І. Теоретична частина 

1. Опис випадкових процесів і випадкових 
полів для нано- та мікрошорстких поверхонь. 

1.1. Автокореляційна функція шорсткої 
поверхні. 

Нехай анізотропна шорстка поверхня описана 
рівнянням z = z(x, y), де z – випадкова функція 
для двох змінних х і у (випадкове поле), а х, у – 
декартові координати на середній площині висот 
шорсткої поверхні, але разом з тим статистичні 
характеристики поверхні залежать від напрямків 
θ = arctg(ky/kx) та інваріянтні до переміщення 
початку координат на поверхні (однорідна 
поверхня). У якости поверхні, від якої 
здійснюється відлік висот, є площина, яка 
відповідає середній висоті шорсткої поверхні.  

Випадкова функція z, яка описує таку 
шорстку статистично однорідну анізотропну 
поверхню, має автокореляційну функцію R (x, y) і 
допускає її спектральний розклад Фур’є Ф (kx, ky) 
на гармонічні компоненти, де kx, ky – компоненти 
хвильового вектора k , який дорівнює k = 2π / λ з 
довжиною хвилі λ. 

Тоді автокореляційна функція за означенням 
дорівнює [16]: 
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Якщо шорстка поверхня ізотропна, то функція 

R (x, y) залежить лише від змінної 22 yxr   і 
не залежить від полярного кута θ = arctg(у/х). 

1.2. Спектральною щільністю (СЩ) шорст-
кої поверхні є перетворення Фур’є від функції 
R (x, y) [16]: 
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а зворотне перетворення Ф(kx,ky) [16]: 
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З виразу (1) видно, що R (0, 0) = σ2, де σ2 – 
дисперсія, а σ – середнє квадратичне (стандартне) 
відхилення висоти нерівностей [16, 17]. Тому з (3) 
витікає [16, 17]: 
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Вираз (4) відбиває те, що функція Ф (kx, ky) 
визначає той внесок у величину дисперсії σ2, який 
додає різні спектральні компоненти, що 
відповідають хвилям з хвильовим числом k і 
довжинами [16]: 

k/2        (5) 
та напрямками [16]: 

. )/( yx kkarctg            (6) 
Для ізотропних поверхонь функція Ф 

залежить тільки від змінної k ≡ | k |. 
Моменти спектральної щільности шорсткої 

поверхні (СЩ) визначаються так [16, 17]: 
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де Re – дійсна частина числа. 
Згідно (7) маємо: m00 = σ2.                              (8) 
1.3. Щільність ймовірностей розподілу 

висот вершин випадкової шорсткої поверхні. 
1.3.1. Анізотропна поверхня. Залежність 

щільности ймовірностей розподілу висот вершин 
анізотропної поверхні [1, 5] від   zmz 001  
безрозмірної (нормованої) висоти: 
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1.3.2. Ізотропна поверхня. Розглядаючи 
ізотропну шорстку поверхню як поодинокий 
випадок анізотропної шорсткої поверхні, коли 
АКФ і моменти СЩ не залежать від напрямку, на 
підставі (7), будемо мати співвідношення: 
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Звідки за (9) щільність ймовірностей розподілу 
висот вершин ізотропної поверхні [1, 5, 16]: 
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спектру шорсткої ізотропної випадкової поверхні; 
1,5 ≤ α < ∞. Фізичний смисл параметра α пов’яза-
ний з характеристичною шириною СЩ-поверхні: 
широкий спектер містить значний діапазон 
довжин хвиль (характеристична ширина зростає: 
α→∞), а вузький спектер – всі хвилі мають 
приблизно однакову довжину (характеристична 
ширина зменшується: α→1,5). 

На рис. 1 приведена залежність щільности 
ймовірностей розподілу висот вершин )( 1 p  
шорсткої ізотропної поверхні в залежности від 
безрозмірної (нормованої) висоти 1   та параметра 
широкосмугастости спектру α, який змінюється в 
межах 1,5…∞ [16]. 

За [16] для опису ізотропних шорстких 
поверхонь необхідно використати три спектральні 
моменти (m0, m2 і m4) і один параметер 

широкосмугастости спектру 
 

2
2

40
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mm

 , який не 

залежить від орієнтації системи координат на 
поверхні. 

 
Рис. 1. Залежність щільности ймовірностей 

розподілу висот вершин ізотропної шорсткої 
поверхні, змодельованої випадковим полем, від 
безрозмірної (нормованої) висоти для параметра 
широкосмугастости спектру СЩ-поверхні α=1,5; 
2; 3; 4; 5; 10; ∞ [16]. 

Згідно [16], параметер широкосмугастости 
СЩ α для ізотропної випадкової поверхні 
знаходиться в межах 1,5 ≤ α < ∞. Для граничних 
значень α щільність ймовірностей розподілу висот 
вершин ізотропної поверхні дорівнює [16]: 

• при α→1,5 (β→∞; γ→∞; С1→∞) 
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тобто розподіл (11) близький до релеєвського 
розподілу; 

• при α→∞ (β→0; γ→0; С1→1/2) 
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тобто розподіл (11) підпорядкований ґауссовсько-
му розподілу. 

У загальному випадку щільність ймовірностей 
висот вершин залежить від двох параметрів: α і 

1  , а в граничних випадках – від одного параметра 

1  . 
Як видно з рис. 1, для α→∞ спостерігається 

ґауссовський розподіл щільности ймовірностей 
висот вершин при ,5,3...5,31   при цьому 

4,0)(0 1  p , а при α=1,5 маємо релеєвський 
розподіл в межах 5,30 1   , при цьому 

627,0)(0 1  p . 
Щільність ймовірностей висот ε1 = z поверхні 

[1, 5]: 
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Таким чином, розподіл висот поверхні 
підпорядкований ґауссовському закону. 
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1.4. Функція розподілу висот вершин 
ізотропної шорсткої поверхні [16], яка визначає 
частку тих вершин, у яких величини висот не 
перевищують значення 1  : 
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де 1)(0 1  f  при 5,30 1    та 5,1 . 
На рис. 2 приведена залежність функції 

розподілу висот вершин )( 1 f  шорсткої 
ізотропної поверхні [16] від нормованої висоти 

1  , яка змінюється від 0 до 3,0 для значень 
параметра широкосмугастости спектру α=1,5; 2; 3; 
4; 5; 10; ∞. 

Як видно з рис. 2, при α→1,5 відбувається 
зменшення відносного числа тих вершин, висоти 
яких не перевищують рівень +3σ (при 1  < 3) [16]. 

1.5. Середня кривина шорсткої поверхні у 
вершині виступів висотою 1  . 

1.5.1. Анізотропна поверхня [1, 6]: 
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1.5.2. Ізотропна поверхня [16]: 
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де J0, …, J5 – функції параметрів 1   і α [16]: 

 
Рис. 2. Залежність функції розподілу )( 1 f  

висот вершин ізотропної шорсткої поверхні, 
змодельованої випадковим полем, від 
безрозмірної (нормованої) висоти вершини 1   для 
параметра широкосмугастости спектру СЩ-по-
верхні α: 1 – α=1,5; 2 – α=2; 3 – α=3; 4 – α=4; 5 – 
α=5; 6 – α=10; 7 – α→∞. 
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Цей же результат за [1, 6]: 
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Граничні залежности для  1 sumK  [16]: 

• при α→1,5   
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• при α→∞      .
3
8 4

1 
 mKsum            (20) 

На рис. 3 приведена залежність сподівання 
значення безрозмірної (нормованої) середньої 
кривини ізотропної шорсткої поверхні у вершині 

4/ mKm  від безрозмірної (нормованої) висоти 1   
та параметра широкосмугастости спектру α. 

 
Рис. 3. Сподіване значення безрозмірної 

нормованої середньої кривини ізотропної 
шорсткої поверхні, змодельованої випадковим 
полем, у вершині нано- чи мікронерівностей від 
безрозмірної (нормованої) висоти для параметра 
широкосмугастости спектру СЩ-поверхні α=1,5; 
2; 3; 4; 5; 10; ∞ [16]. 

1.6. Ґрадієнт випадкової шорсткої поверхні 
визначається за [1, 7, 13, 16]. 

1.6.1. Анізотропна поверхня: 
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(21) 
де зворотній гіперболічний косинус [46]: 

,
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M
 

 Е1(æ) – повний еліптичний інтеґрал Лежандра 
2-го роду. 
1.6.2. Для ізотропної поверхні [1] Δ1=m2

2; 
M2=2m2; η1=0, тоді вираз (21) набуде вигляду  
[1, 7, 16]: 

.
2

2mEqsum


            (22) 

2. Опис профілоґрами випадкових процесів 
і полів шорсткої поверхні. 

2.1. Автокореляційна функція (АКФ) 
профілоґрами. За [16], якщо профілоґрама 
поверхні вимірюється у довільному напрямку 
«зрізу» (перерізу) θ=θі, то висота z(x, y) виступів 
профілоґрами залежить лише від відстані r точки 
профіля поверхні від начала координат (x, y). Тоді, 
автокореляційна функція профілоґрами в площині 
θ=θі за [16] визначається виразом: 

      .
2
1lim 111 drrrzrz
L

rR
L

L
Li

 


  (23) 

2.2. Спектральна щільність (СЩ) профіло-
ґрами. СЩ профілоґрами виміряної шорсткости 
поверхні так визначається за перетворенням Фур’є 
[16]: 

      ,exp
2
1 durkirRk

ii
 




 

(24) 

де індекс «θі» відносить статистичну характери-
стику до профілоґрами. 

2.3. Співвідношення між спектральними 
щільностями поверхні (Ф) та її профілоґрами 
(

i
 ) визначається за [41]: 

    ,, dlkkk yxi 




           (25) 

де     .222 kkkl yx             (26) 

За [16] співвідношення (25) має таке тлума-
чення (рис. 4): точка Р на площині хвильових 
чисел має координати Р(k′sinθ0; k′cosθ0), що 
відповідає хвилям з хвильовим числом k′ у 
напрямку «зрізу» профілоґрами шорсткої 
поверхні, при цьому пряма лінія NPR, яка 
перпендикулярна ОР, уявляє собою ґеометричне 
місце тих точок площини хвильових чисел, для 
яких проекція хвильового вектора на пряму 
 

 
Рис. 4. Означення спектральної щільности 

(СЩ) профілоґрами, виміряної у довільному 
напрямку θі по СЩ-поверхні [16]. 
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лінію ОР має довжину k′ [таким чином, будь-яка 
хвиля, для якої кінець хвильового вектора лежить 
на прямій NPR, має хвильове число k′ у напрямку 
ОР, тоді пряма лінія NPR уявляє собою шлях 
інтеґрування у виразі (25)]. 

2.4. Моменти спектральної щільности 
профілоґрами шорсткої поверхні за [16] 
визначаються так: 

    .kdkkm n
n ii

 



          (27) 

Моменти СЩ анізотропної поверхні mpq та 
СЩ її пофілоґрами пов’язані між собою такими 
залежностями [41] на основі виразів (7), (25), (27): 
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Для ізотропної поверхні на підставі (7) і (28) 
можна отримати співвідношення (10). 

2.5. Вибіркова аналіза випадкових ізотроп-
них поверхонь. 

2.5.1. Якщо виміряна профілоґрама ізотроп-
ної випадкової поверхні у довільному напрямку, 
то за [16] її АКФ можна розрахувати за (23), а за 
(24) – розрахувати СЩ профілоґрами і за 
формулою (27) – розрахувати моменти m0, m2, m4. 

2.5.2. За Лонґе-Гіґґінсом [41] ця процедура 
спрощена: 

1) Розраховується щільність нулів Dzero, θ 
(перетин профілоґрами зі середньою арифметич-
ною лінією) та екстремумів (максимумів + мініму-
мів профілоґрами шорсткої випадкової поверхні) 
за формулами [41]: 
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mDzero                      (30) 
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2

4
, m

mDextr                      (31) 

де індекс «θ» вказує, що статистична 
характеристика відноситься до профілоґрами, а не 
означає анізотропію (за профілоґрамою розрахо-

вують за МНК 0m ). 
2) Після цього визначають m2 за (30) та m4 за 

(31), підрахувавши кількість «нулів» та 
«екстремумів» на одиницю базової довжини 
профілоґрами [16, 41]: 
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2.5.3. Параметр широкосмугастости спектру 
α визначається за (12): 

.
2

,

,
2
2

40















zero

extr

D
D

m
mm
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2.5.4. З-за симетрії щільність піків (макси-
мумів) профілоґрами дорівнює половині 
відповідної щільности екстремумів [16]: 
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За (32), (33) отримаємо: 
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,,  extrpeak DD    (36) 

За формулою (49) для щільности вершин 
шорсткої випадкової поверхні маємо вираз [16]: 
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тоді, порівнюючи (35) з (37), отримаємо 
співвідношення між щільностями вершин 
поверхні Dsum та її профілоґрами Dpeak: 
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Сучасні прилади дозволяють отримувати 
вихідний сиґнал m0, m2, m4. 

2.5.5. Певними недоліками методу Лонґе-
Гіґґінса [41] по визначенню Dzero,θ; Dextr,θ; m2, m4; 
α; Dpeak; Dsum полягає у тому, що сиґнал, який 
подолав фільтр високих частот, за профілоґрамою 
містить низькочастотні компоненти (тобто, які 
містять малі хвильові числа) – піки (максимуми), 
западини (мінімуми), перетини нульового рівня, а 
високочастотні компоненти (тобто, які містять 
великі хвильові числа) Ф0 будуть відфільтровані і, 
навпаки, сиґнал, який подолав фільтр низьких 
частот за профілоґрамою містить лише великі 
піки, западини і перетини нульового рівня [16]. 

2.5.6. Щільність ймовірностей розподілу ви-
сот піків профілоґрами (максимумів) ізотропної 
випадкової поверхні отримано в [47] за [48]: 
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 ; 1 ≤ α < ∞. 
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Фізичний смисл параметра α для профілоґра-
ми відповідає α для ізотропної випадкової 
поверхні: малі значення α відповідають вузько-
смугастому спектру, а великі значення α – широ-
космугастому спектру [16]. Але для випадкового 
процесу, що представляє профілоґраму ізотропної 
випадкової шорсткої поверхні, можливі лише 
значення α>1,5 [16]. 

Для граничних значень α вираз для рpeak має 
такий вигляд [16]: 
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[це відповідає (15) для  1 sump ]. 
На рис. 5 показані графіки функції 

 1  fppeak  – щільности ймовірностей висот 

піків профілоґрами від нормованої величини 1  , 
яка змінюється від –2,5 до +3,0, для значень 
параметра широкосмугастости спектру α=1; 1,5; 2; 
3; 10; ∞ [16]. 

 
Рис. 5. Залежність щільностей ймовірностей 

розподілу висот піків профілоґрами шорсткої 
ізотропної поверхні від безрозмірної (нормованої) 
висоти для параметра широкосмугастости спектру 
профілоґрами α=1; 1,5; 2; 3; 10; ∞ [16]. 

2.5.7. Функція розподілу висот піків 
профілоґрами ізотропної поверхні за [16] має 
вигляд: 
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де 0 ≤ )( 1 f ≤ 0,6 при –3,5 ≤ 1 ≤ +3,5 та 1 ≤ α < ∞. 
На рис. 6 показані залежности функції 

розподілу висот піків профілоґрами  1 peakf  
шорсткої ізотропної поверхні від нормованої 
висоти 1  , яка змінюється від 0 до 3,0 для значень 
параметра широкосмугастости спектру α=1,0; 1,5; 
2; 3; 4; 5; 10; ∞. 

 
Рис. 6. Залежність функції розподілу висот 

піків профілоґрами шорсткої ізотропної поверхні 
від безрозмірної (нормованої) висоти для парамет-
ра широкосмугастости спектру профілоґрами α:  
1 – α=1,0; 2 – α=1,5; 3 – α=2; 4 – α=3; 5 – α=4; 6 – 
α=5; 7 – α=10; 8 – α→∞. 

2.5.8. Кривина піків профілоґрами ізотроп-
ної поверхні. 

Вираз для сподіваного значення середньої 
кривини піків профілоґрами ізотропної поверхні, 
отриманий аналоґічно  1 sumKE  (18), за [1, 6, 16] 
має вигляд: 
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(42) 
На рис. 7 показані залежности безрозмірних 

(нормованих) середніх кривин піків профілоґрами 
ізотропної поверхні  1 peakKE  від безрозмірної 

(нормованої) висоти 1  , яка змінюється від –2,5 до 
+3,0 для значень параметра широкосмугастости 
спектру α=1; 1,5; 2; 3; 4; 5; 10; ∞ [16]. 

2.6. Порівняння властивостей ізотропної 
шорсткої поверхні та її профілоґрами. 

Найяк [16] розглянув методику знаходження 
моментів спектральної щільности ізотропної 
поверхні за однією профілоґрамою, яка виміряна 
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Рис. 7. Сподіване значення безрозмірної 

нормованої середньої кривини піків профілоґрами 
шорсткої ізотропної поверхні у вершині від 
безрозмірної (нормованої) висоти для параметра 
широкосмугастости спектру профілоґрами α=1; 
1,5; 2; 3; 4; 5; 10; ∞ [16]. 
у довільному напрямку, а також показав 
відмінности щільности ймовірностей висот 
вершин поверхні і піків профілоґрами від 
очікуваних значень, кривин вершин поверхні та 
кривин піків профілоґрами. 

Крім того, у [16] показана відмінність 
характеристик шорсткости ізотропної поверхні 
від характеристик її профілоґрами. 

Порівняння щільности ймовірностей розподі-
лу висот піків профілоґрами (1) та вершин 
шорсткої ізотропної поверхні (2) для α=1,5 (а), α=5 
(б), α=10 (в), α→∞ (г) приведені на рис. 8. 
Порівняння сподіваних значень кривин піків 
профілоґрами (1) та вершин шорсткої ізотропної 
поверхні (2) для α=1,5 (а), α=5 (б), α=10 (в), α→∞ 
(г) приведені на рис. 9. 

Порівняння сподіваних значень функцій 
розподілу висот піків профілоґрами (1) та вершин 
шорсткої ізотропної поверхні (2) для α=1,5 (а); α=5 
(б); α=10 (в); α→∞ (г) приведені на рис. 10. 

Як видно з рис. 8, 9, 10, є значна статистична 
різниця між даними профілоґрами та поверхні, яка 
зростає по мірі зміни параметра широко-
смугастости α від ∞ до 1,5. Встановлена 
відмінність статистичних характеристик поверхні 
та профілоґрами ймовірно суттєва і для 
анізотропної поверхні та буде зростати при 
переході від ізотропної до анізотропної моделі. 

Як буде показано далі, наприклад, параметер 
широкосмугастости спектру α для поверхонь 
тертя металу і карбопластика дорівнював в 
основному 2,5–6,0 і не перевищував 15–20, а 
максимальне викривлення поверхні профілоґра-
мою спостерігається при α=1,5 (при α→∞ це 
викривлення відсутнє). Таким чином, вивчення 
навіть ізотропних шорстких поверхонь за 
допомогою лише параметрів її профілоґрами несе 
за собою значні неправдиві результати. 

 

      
       а                   б 

          
      в                   г 

Рис. 8. Порівняння залежностей щільности ймовірностей розподілу висот піків профілоґрами (1) та 
висот вершин шорсткої ізотропної поверхні (2) для α=1,5 (а); α=5 (б); α=10 (в); α→∞ (г) [16]. 
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   а                 б 

                 
   в                  г 

Рис. 9. Порівняння сподіваних значень кривин піків профілоґрами (1) та вершин ізотропної шорсткої 
поверхні (2) для α=1,5 (а); α=5 (б); α=10 (в); α→∞ (г) [16]. 

    
    а                б 

    
       в        г 

Рис. 10. Порівняння сподіваних значень функцій розподілу висот піків профілоґрами (1) та вершин 
ізотропних шорстких поверхонь (2), змодельованих випадковим полем, від безрозмірної (нормованої) 
висоти для значень параметра широкосмугастости спектру α=1,5 (а); α=5 (б); α=10 (в); α→∞ (г). 
 



 
 

132 

З рис. 8 видно, що профілоґрама спотворює 
поверхню: вона вказує на значно менше число 
високих піків і значно більше число низьких піків 
порівняно з тими вершинами (піками), які 
правдиво має поверхня (викривлення макси-
мальне для α=1,5, а при α→∞ – відсутнє) [16]. 
Причина спотворення полягає у тому, що сиґнал 
профілометра з набагато більшою ймовірністю 
проходить по схилу вершини, ніж по самій 
вершині, внаслідок чого на профілоґрамі 
з’являється пік меншої висоти, ніж це має місце 
на відповідній вершині поверхні [16]. 

Як видно з рис. 9, на профілоґрамі спостері-
гається викривлення властивостей кривини 
ізотропної шорсткої поверхні, але при α>2,5 це 
викривлення мале, а при α≤2,5 сподівана кривина 
піків профілоґрами виявляється більшою, а при 
α>2,5 меншою, ніж у вершинах поверхні. 

Як видно з рис. 10, число вершин поверхні з 
висотою більше +3σ=+3 0m  значно перевищує 
те число, що виміряне профілоґрамою, якщо 
вилучити випадок α→∞ [16]. 

2.7. Кутовий коефіцієнт профілоґрами 
ізотропної шорсткої поверхні. 

1. Нехай профілоґрама виміряна у напрямках 
х та у. Сумісна щільність ймовірностей змінних ε1 
та ε2, ε1 та ε3 за [16] дорівнює: 

• за напрямком х 

      ;, 2121  ppp          (43) 

• за напрямком у 

      ,, 3131  ppp           (44) 
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  .031 E  
З (43), (44) витікає, що кутові коефіцієнти 

поверхні в певному напрямку і висоти поверхні у 
відповідних точках статистично незалежні [16]. 

2. За методом [1, 6, 16] знаходимо: 
• за напрямком х 
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• за напрямком у 
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З виразів (45), (46) знайдено [16] сподіване 
значення модуля кутового коефіцієнта Е|ε2| та 
Е|ε3| профілоґрами при довільній висоті [16]: 

• за напрямком х 
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• за напрямком у 
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(48) 
Порівнюючи сподіване значення середнього 

ґрадієнта ізотропної поверхні [16]: 

 
2

2

0

mdpE sum


  


   (49) 

(нормоване значення 
22
 msum ≈1,2533= 

const) з виразами для кутового коефіцієнта 
профілоґрами ізотропної поверхні (47), (48) 
знаходимо, що сподіване значення середнього 
кутового коефіцієнта профілоґрами [16]: 

32 22
  EE peak      (50) 

завжди менше середнього значення ґрадієнта 
ізотропної поверхні: 

.sumpeak EE             (51) 

ІІ. Методолоґічна частина 

2.1. Для аналізи анізотропної поверхні 
необхідно визначити дев’ять моментів СЩ [16]: 

нульового порядку – m00; 
другого порядку – m20, m02, m11; 
четвертого порядку – m13, m22, m31, m04, m40. 
З цією метою на поверхні тертя довільно 

вибирали нульовий напрямок, який не співпадав з 
напрямком слідів технолоґічної обробки, 
напрямком ковзання та інших напрямків 
технолоґічних чи природніх впливів, і знімали 
профілоґрами в непаралельних перерізах θі=θj, i≠j. 
Тоді можна записати для 3-х моментів СЩ 
профілоґрами n співвідношень (28): 

• для моменту нульового порядку – n спів-
відношень виду: , 000 mm

i
  де і = 1,…, n;      (52) 

• для моментів другого порядку –  
n співвідношень виду: 

, sinsincos2cos 22
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(53) 
де і = 1,…, n, причому будь-які три із n рівнянь 
(53) лінійно незалежні; 

• для моментів четвертого порядку –  
n співвідношень виду: 
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де і = 1,…, n, причому будь-які п’ять із n рівнянь 
(54) лінійно незалежні. 
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Таким чином, для визначення характеристик 
анізотропної поверхні необхідно зняти п’ять 
профілоґрам, виміряних в непаралельних 
напрямках, наприклад, θі=00; 300; 450; 600; 900. 
Для кожного напрямку визначаємо три моменти 

ii
mmm

i  420  , ,  і, застосовуючи метод найменших 

квадратів (МНК) для обробки інформації, 
отримуємо формули: 
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2.2. Для ізотропної поверхні знаходили 
моменти нульового m0, другого m2 і четвертого m4 
порядків за методом [16, 41], визначивши 
щільність нулів D0 і екстремумів (мінімумів і 
максимумів) Dextr за профілоґрамою, виміряної в 
одному напрямку, яке не співпадає з напрямком 
ковзання та направленням обробки поверхні: 
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Так як m0=σ2, то безпосереднім вимірюванням 
середньоарифметичного відхилення профілю 
поверхні Ra, визначаємо середньоґеометричне 
відхилення профілю поверхні: 
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2.3. Використовуючи метод [16, 41] визнача-
ємо моменти СЩ профілоґрами:  
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що дозволяє розрахувати моменти СЩ поверхні. 
2.4. Частина експериментальних даних 

анізотропних поверхонь отримана вимірюванням 
параметрів Ra, D0, Dextr у дванадцяти непара-
лельних перерізах, які задані співвідношеннями 
θі=150 (i–1), i=1,…,12. У цьому випадку m00 
визначали за (68). Величини моментів другого 
порядку СЩ профілоґрами за напрямками, які 
розраховували за (69), використовували для 
розрахунків спектральних моментів другого 
порядку: 

. 2 ,1 ,0   , )()(2
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


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Після розрахунків скориґованих значень 
моментів другого порядку за напрямками (53), 
використовуючи (70), знаходили моменти 
четвертого порядку: 

, 12 , ... ,1   , ) ( 2
,24  iDmm

iii extr    (72) 

і далі знаходили спектральні моменти четвертого 
порядку: 

. 4 3, ,2 ,1 ,0   , )()(2
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0
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



(73) 
2.5. Для статистичної характеристики 

анізотропної поверхні використовували дев’ять 
моментів mpq спектральної щільности, але ці 
моменти СЩ залежать від орієнтації системи 
координат. 

2.6. При p+q≤4 існує сім інваріянтних 
комбінацій цих моментів [16]. Для характеристи-
ки анізотропної поверхні будемо використовувати 
наступні сім інваріянтних комбінацій моментів 

СЩ, які не залежать від орієнтації системи 
координат: 

інваріянти нульового порядку: 

000 mM  ;             (74) 

інваріянти другого порядку: 

20022 mmM  ;            (75) 

1
2
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інваріянти четвертого порядку: 
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2.7. Введемо у науковий обіг параметри широкосмугастости спектру анізотропної поверхні: 
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2.8. Для статистичної характеристики 
ізотропної поверхні використовували три 
моменти СЩ (інваріянти): 

нульового порядку m0=m00=M0; 
другого порядку m2=m20=m02=m11=M2; 
четвертого порядку m4=m13=m22=m31=m04= 

      =m40=M4. 

Для ізотропної поверхні параметер α, який 
характеризує широкосмугастість спектру [16]: 

2
2

40

m
mm

 ,  ;.....;5,1 . (89) 

Середньоквадратичне значення ширини 
спектру характеризує параметер [16]: 
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. 0,1);...;3(333,0  , 11
40

2
240 


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mm
mmm


(90) 

2.9. Вимірювання шорсткости криволіній-
них поверхонь. Відомо [54], що для оцінки 
шорсткости циліндричних та інших криволіній-
них поверхонь, а також внутрішніх циліндричних 
та торцових поверхонь наскрізних та глухих 
отворів у діапазоні Ra=0,08–10,0 мкм, використо-
вується малогабаритний прилад – індикатор 
шорсткости поверхні непрямої дії, який працює в 
режимі компаратора [54]. 

Для поверхонь циліндрів, штоків і 
ущільнювальних кілець можливе зняття 
профілоґрам тільки перпендикулярно слідам 
обробки в напрямку ковзання. У цьому випадку 
для анізотропної поверхні використовувалися 
співвідношення для ізотропної поверхні шляхом 
введення еквівалентних моментів: 

; 000 yxe mmm    (91) 

; 222 yxe mmm    (92) 

, 444 yxe mmm    (93) 

де х, у відносяться до напрямків вздовж (х) і 
поперек (у) слідів обробки. 
При цьому приймали, що поверхня має 

яскраво виражений напрямок слідів обробки. Тоді 
ширину просторового спектру мікронерівностей 
або нанонерівностей у напрямках х і у будуть 
характеризувати параметри широкосмугастости 
СЩ: 

; 2
20

4000
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mm
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За еквівалентними параметрами визначали 
еквівалентні значення параметру широко-
смугастости СЩ: 
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mm
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Внаслідок симетрії і припущення про 
концентричні еліпси, будемо мати 
m11=m13=m31=m21≈0; m04>>m40; m02>>m20, тоді 
m0e≈m2y; m2e≈m2y; m4e≈m4y, а еквівалентне 
значення параметра широкосмугастости СЩ: 

. 2
2

40

y

yy
e m

mm
     (97) 

Таким чином, еквівалентне значення αе для 
анізотропних поверхонь випливає із аналізи однієї 
профілоґрами, виміряної поперек слідів обробки. 
При цьому, статистичні характеристики поверхні, 

які залежать від αе вважаємо ізотропними 
характеристиками, еквівалентними характеристи-
кам профілоґрами у напрямку нормалі до слідів 
обробки. 

2.10. Методи дослідження мікрошорсткости 
поверхні. Полімерні зразки діаметром 10 мм і 
висотою 15 мм або із стороною квадрата 10 мм і 
висотою 15 мм після токарної обробки або 
фрезерування, послідовно припрацьовували на 
шліфувальній шкурці та металевому контртілі. 
Металеве контртіло шліфували, а потім обробляли 
на шліфувальній шкурці в одному напрямку (для 
того, щоб отримати анізотропну поверхню) і у 
випадкових напрямках (для того, щоб отримати 
поверхню, яка була б близькою до ізотропної 
поверхні). Після припрацювання полімерних 
зразків металеве контртіло знову припрацьовували 
на шліфувальній шкурці. 

Профілоґрами мікрошорсткости знімали за 
допомогою профілометра-профілоґрафа моделі 
ВЭИ «Калибр» і моделі «252». Для одного 
напрямку знімали 50-60 базових довжин 
пофілоґрам для металевого контртіла і 10-15 
базових довжин профілоґрам для полімерного 
зразка. Для ізотропної поверхні профілоґраму 
знімали під кутом ~450 до напрямку ковзання. 
Ділянки зйомки поверхні були рівнорозподілені за 
слідом тертя. Статистичні характеристики різних 
ділянок поверхні були однаковими в 
статистичному розумінні. 

Профілоґрами оброблялися за методом МНК: 
знаходили середньоарифметичне відхилення 
профіля поверхні Ra, щільність нулів D0 і 
щільність екстремумів Dextr. Виміряна Ra і 
розрахункова за профілоґрамами D0 (для моделі 
«252» D0 виміряна) були статистично рівні. 

Великий об’єм виборки і рівномірний 
розподіл її по поверхні забезпечили рівень вмісту 
довгохвильових компонентів спектру, і, таким 
чином, показність m00. Границя дрібно-
масштабних мікронерівностей у ділянці малих 
довжин хвиль спектру була обмежена величиною, 
яка не перебільшувала у 2-3 рази похибку 
вимірювань. Параметер широкосмугастости α був 
більше 1,8, тобто тієї величини, яка характерна 
для «білого шуму». 

2.11. Методи дослідження наношорсткости 
поверхні. Наношорсткість поверхонь досліджу-
ють за допомогою атомно-силової мікроскопії 
(АСМ) на приладі Nanoscope за Dimention 3000 
(Digital Instruments, USA) у режимі періодичного 
контакту [49]. Вимірювання проводили в 
центральній частині зразків з використанням 
кремнієвих зондів NSG-11 із номіналним радіусом 
закруглення вістря до 10 нм (NTOMDT) [49]. 
Профілоґрами поверхні знімали на приладі [49] 
WSxM 4.0 Develop 10.4. За результатами АСМ та 
профілоґрам визначали [49]: розміри нано-
кристалів у латеральному напрямку, максимальну 
висоту нанонерівностей та наношорсткість 
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поверхні за Ra (середнє арифметичне відхилення 
профіля поверхні від середньої площини [50]). 

Для безконтактного оптичного вимірювання 
шорсткости поверхні твердого тіла використову-
ють тривимірний поверхневий профілоґраф «New 
View 5022 S». Характеристика приладу: вимірю-
вана висота мікронерівностей від середньої 
поверхні від 1 нм до 5000 мкм при швидкости 
сканування 10 мкм/с з роздільною здатністю за 
висотою 0,1 нм; площа досліджуваної поверхні 
сягала 50х50 мм (можливе зшивання зображень) 
[51]. 

Принцип роботи приладу: в основу покладено 
явище інтерферометрії, коли зображення темних і 
світлих ліній з’являється з-за різниці оптичного 
пробігу падаючого та відбитого потоку променя 
від поверхні (прилад працює, використовуючи 
скануючий білий потік променя світла 
інтерферометра і дає зображення високої 
роздільної здатности) [51]. Падаюче світло 
розділяється в інтерферометері: один промінь 
направлений на шорстку, а другий – на еталонну 
поверхню; після відбиття потоки променів 
рекомбінуються в інтерферометрі, даючи 
зображення світлих і темних ділянок зразка 
(проґрамне забезпечення дозволяє проводити 
вимірювання одночасно в п’яти позиціях, що 
приводить до малої похибки) [51]. 

ІІІ. Деякі зауваги до АКФ профілоґ-
рами у вигляді моделі 
експоненціяльної функції 

У [55] досліджується шорстка поверхня за 
профілоґрамами, АКФ яких змодельована 
експоненціяльною функцією: 

    ,exp0 rmrR    (98) 

де β – параметер, який характеризує швидкість 
згасання кореляцій. 
Використовуючи (24) [16], для випадку (98) 

будемо мати вираз для СЩ профілоґрами [55]: 
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  (99) 

З (98) видно, що при великих значеннях β 
АКФ профілоґрами швидко згасає, а СЩ 
профілоґрами є сталою, навіть до великих значень 
k′ [55]. 

Визначимо m2 і m4 за (27) [16] шляхом 
введення (99) у (27), при цьому отримаємо 
результат, який відомий з теорії марковських 
процесів [46, 56, 57]: у випадковому процесі з 
експоненціяльною АКФ середні квадрати першої 
та другої похідних m2 та m4 прагнуть ∞ [16, 55], 
що видно з експоненціяльної АКФ, яка немає 
другої та четвертої похідних при х = 0 [16, 55]. 

 

Зворотне перетворення (24) [16] має вигляд: 

      .exp kdrkikrR  




    (100) 

Диференціювання (100) і використання (27) 
приводить до такого результату [16, 55]: 
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Таким чином, щоби m2 і m4 (та, відповідно, α) 
існували, необхідно, щоби АКФ профілоґрами 
була надзвичайно рівною на початку процесу 
(тобто, щоби АКФ на початку процесу мала 2-гу 
та 4-ту похідні) [16, 55]. Ймовірно, що при 
великих r АКФ R(r) і є експонента, але її не 
можна екстраполювати до малих r [16]. 

Вислід з цього: теоретична експоненціяльна 
модель АКФ відкидає існування кутів нахилу (m2) 
та кривин (m4) профілоґрам, але аналіза 
шорсткости поверхні за профілоґрамами, 
апроксимованої експоненціяльною моделлю, 
практично можлива з-за конечности інтервалу, так 
як при цьому малі хвильові компоненти СЩ 
(тобто компоненти з великими хвильовими 
числами) відфільтровуються і на самому початку 
змінюються властивости АКФ [16]. Відфільтровка 
малих хвильових компонент викликає такі 
результати. 

Якщо СЩ профілоґрами має вигляд [16]: 
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де 0kk  , то з (27) отримаємо [16]: 
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За (12) [16]: 
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З (107) видно, що при 




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0k , то й α→∞ 

[16], тобто висоти вершин нерівностей мають 
розподіл Ґаусса [16], що співпадає з [55]. Для 

інших 



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




0k  параметер α визначають за (107), 

після чого визначають статистичні характеристи-
ки профілоґрами і поверхні. 

Модель анізотропної шорсткої поверхні у 
вигляді реалізації однорідного випадкового поля 
z=z(x,y), отриманого із відповідного ізотропного 
поля шляхом розтягування за однією з координат, 
розглянута в [58, 59]. Ця модель являє собою 
рідкісний випадок анізотропної поверхні, яка 
може бути отримана при окремих видах 
абразивної обробки або фрикційного припрацю-
вання. 

Використовуючи апроксимації АКФ виду 
)](exp[),( 2

2
2

1 yaxayxR  , в [60] аналізу-
ється анізотропна поверхня. Вибір такої 
апроксимації пов’язаний з тим, щоби далі 
отримати матрицю кореляційних співвідношень 
для анізотропної поверхні, яка співпадала би зі 
структурою з матрицею кореляційних співвідно-
шень для ізотропної поверхні. Це говорить про 
штучний підхід до опису анізотропної поверхні. 

Цінність викладених методів у [1–7] та у цій 
статті полягає в тому, що використана модель 
шорсткої поверхні та профілоґрами випадкового 
поля, не пов’язуючи з АКФ якогось певного виду 
і не використовуючи припущення, які прийняті 
для опису поверхні іншими функціями або 
поверхні з сильною анізотропією і орієнтовними 
мікро- та нанонерівностями та не припускаючи 
певної форми нерівностей. 

Висновки 

1. Узагальнені теоретичні основи матема-
тичного опису нано- та мікрошорстких поверхонь 
випадковим полем. Приведені математичні 
формули та графічні залежности для щільности 
ймовірностей розподілу висот вершин випадкових 
анізотропної та ізотропної поверхонь, функції 
розподілу висот вершин, середньої кривини цих 
шорстких поверхонь у вершині виступів нано- та 
мікронерівностей та ґрадієнтів цих поверхонь. 

2. Дано означення автокореляційної функції 
та спектральної щільности профілоґрами 
випадкових шорстких поверхонь і приведені 
співвідношення між спектральними щільностями 
поверхонь та їх профілоґрамами. Дано означення 
моментів спектральної щільности поверхні та її 
профілоґрами. 

3. Приведена процедура методу Лонґе-
Гіґґінса вибіркової аналізи ізотропної випадкової 
поверхні за її профілоґрамою та показані недоліки 
цього методу. 

4. Узагальнені теоретичні основи матема-
тичного опису профілоґрам нано- та мікро-
шорстких випадкових поверхонь. Приведені 
математичні формули та графічні залежности 
щільности ймовірностей розподілу висот піків 
профілоґрами (максимумів), функції розподілу 
висот піків профілоґрами, кривини піків 
профілоґрами та кутового коефіцієнта профілоґра-
ми ізотропної випадкової шорсткої поверхні. 

5. Проведена порівняльна аналіза статистич-
них властивостей ізотропної випадкової шорсткої 
поверхні та її профілоґрами. Показано на значні 
відмінности статистичних властивостей поверхні 
та її профілоґрами при малих значеннях параметра 
широкосмугастости спектру (α) та малі відміннос-
ти – при великих значеннях цього параметру (α) 
(якщо α→∞, то ці відмінности відсутні, а для 
кривин – малі). 

6. Для аналізи анізотропної та ізотропної 
поверхонь знайдені математичні співвідношення 
та процедури знаходження моментів нульового, 
другого та четвертого порядків спектральної 
щільности профілоґрами та за цими результатми – 
розрахунків таких моментів для поверхні. 

7. Розроблений метод вимірювання та 
статистичної аналізи шорсткости криволінійних 
поверхонь за еквівалентними параметрами. 

8. Описані інструментальні методи дослі-
дження нано- та мікрошорсткости поверхонь. 

9. Дискутується питання про обґрунтова-
ність вибору експоненціяльних моделей 
автокореляційної функції профілоґрами для 
статистичної аналізи випадкових шорстких 
поверхонь порівняно з методом вибору моделі 
шорсткої поверхні та її профілоґрами, яка не 
пов’язана з певним видом автокореляційної 
функції та певної форми нерівностей виступів 
висот поверхні та її піків профілоґрами. 
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