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Проведено огляд літературних джерел інформації, що описують методи, параметри та математичні і 
фізичні моделі опису нанометричної та мікрометричної шорсткості поверхні твердих тіл. Розглянуто 
можливий вплив шорсткості поверхні на контактні явища на межі розділу фаз «тверде тіло – тверде тіло», 
«тверде тіло – ґаз», «тверде тіло – крапельна рідина». 
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Вступ 

1. Розрізняють такі основні види відхилень 
реальних поверхонь від ідеальної площини (рис. 1): 
макроскопічні порушення – відхилення від 
номінальної форми {(опуклість, увігнутість, конустість 
тощо) крок нерівності форми Sф=5·103–1,2·107 мкм; 
висота нерівності форми Нф=1·10–2–3·10–3 мкм [86]}; 
хвилястість поверхні {хвилястість уявляє собою 
сукупність періодичних, реґулярно повторних, 
близьких до розмірів виступів і западин, відстань між 
якими – крок хвилі Sхв.=1·102–3·105 мкм значно більше 
висоти хвилі Нхв.=1·10–1–9·102 мкм (Sхв./Нхв.=40–7000 
[64, 76, 86, 132]}, мікроскопічні нерівності 
(мікрошорсткість поверхні – сукупність нерівностей з 
мікрокроком Sмк=8·10–1–1·104 мкм і мікровисотою 
Нмк=1·10–2–4·102 мкм [76, 86, 132]), ультра-
мікроскопічні нерівності (наношорсткість поверхні [9, 
64] (в тому числі і атомна шорсткість поверхні [143]): з 
нанокроком Sнм=9·10–4–4·101 мкм і нановисотою 
Ннм=8·10–4–2·10–1 нм; середнім арифметичним 
відхиленням профілю поверхні Rа=1,2–50 нм; 
стандартизованою висотою нерівностей профілю 
поверхні Rz=8–152 нм; радіусом кривини нерівностей 
у вершині r=1,5–65 нм [31, 40, 49, 72, 83]). Тобто 
реальна поверхня твердих тіл хвиляста [36, 80, 86] й 
шорстка [12, 14, 17, 24, 36, 37, 60, 64, 80, 81, 85, 86, 
132, 166]. На ній розташовані хвилі певної амплітуди 
та висоти, на яких знаходяться мікрометричні 
нерівності і, у свою чергу, на мікронерівностях – 
нанонерівності (рис. 2) [9, 132, 143], зокрема атомно-
шорстку поверхню можна представити так (рис. 3) 
[143]. Кристалічні ґрані несуть на собі віціналі – 
сукупність сходинок і терас (рис. 4). Енергія зв’язку 
(у. о.) первня (елемента) ґратки йона залежить від його 

знаходження на поверхні ґрані, наприклад NaCl 
(рис. 4) [9]. Особливими точками на поверхні 
крсталічної ґрані з сходинками та терасами є дво- та 
триґранні кути, точки перетину ребер кристалу та його 
віцінальних утворень (рис. 4) [9]. Особливі точки 
суттєво відрізняються між собою за умовами 
просторового розташування первнів структури, що 
обмежують їх, і, відповідно, такі точки відрізняються й 
за величиною адсорбційного потенціалу, тобто за 
енергією приєднання первня ґратки [9]. Навіть 
утворена при розщепленні поверхня слюди має 
нерівності порядку 2 нм, а поверхня квазіідеального 
рівного кристалу кварцу покрита виступами ~10 нм 
[64]. 

 
Рис. 1. Схема ділянок відхилень номінальної форми 
(І), хвилястості (ІІ), мікрошорсткості (ІІІ), 
наношорсткості (ІV) поверхні твердих тіл [31, 40, 49, 
64, 72, 76, 83, 86]. 
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Рис. 2. Схема основних відхилень реальних поверхонь 
від ідеальних: А – макроскопічне викривлення форми; 
В – хвилястість; С – мікроскопічні нерівності 
(мікрошорсткість); D – ультрамікроскопічні нерівності 
(наношорсткість) [9]. 

 

 

 
Рис. 3. Атомно-шорстка поверхня [143]. 

 
Рис. 4. Схема кристалічної ґрані на поверхні NaCl. 
Цифри – енергія зв’язку первня ґратки йона в умовних 
одиницях [9]. 

Надрівні металеві поверхні, що зустрічаються в 
машинобудуванні, мають мікронерівності висотою 50–
100 нм, а найбільш нерівні поверхні – виступи висотою 
100–200 мкм, які зазвичай розташовані на деякій 
хвилястій поверхні з кроком хвилі 1–10 мм і висотою 
хвилі від кількох мкм до 40–50 мкм [64]. Наприклад, 
значення параметрів мікрошорсткості поверхонь 

деталей машин, отриманих при різних видах обробки, 
становить [132]: 

• сталевих з максимальною висотою нерівностей 
профілю поверхні Rmax=0,15–37 мкм; r=5–
3000 мкм; 

• чавунних: Rmax=0,18–48 мкм; r=12–190 мкм; 
• сталевих внутрішніх циліндричних: Rmax=0,06–

1,50 мкм; Ra=0,01–0,30 мкм; r=30–3200 мкм; 
• припрацьованих: Rmax=0,15–7,3 мкм; r=15–

1000 мкм. 
2. Недосконалість реальних кристалів, 

неточності твердих тіл при виготовленні з них деталей, 
викривлення їх форми від термічних та механічних 
навантажень приводить до того, що дві поверхні 
завжди контактують на окремих малих площах – 
фактичній площі контакту (ФПК), яка складає 
приблизно 0,1-10% (частіше 0,5-2,5%) від номінальної 
поверхні контакту, при чому, внаслідок хвилястості, ці 
площі розташовані на окремих ділянках. Кількість 
контактів залежить від навантаження та мікро- та 
наношорсткості поверхні. Тиски (питомі 
навантаження) на контактах розподілені нерівномірно і 
можуть значно відрізнятися від твердості за Бринеллем 
(НВ) [64]. 

3. Розрізняють: механічний контакт (сукупність 
точок, через які передається тиск); оптичний контакт; 
електричний контакт; тепловий контакт тощо [64]. 
Тобто відбувається стягування відповідних ліній до 
точок контакту, тому виникає на межі розділу твердих 
тіл відповідна напруженість. 

4. Під впливом навантаження стиску дві 
накладені одна на одну поверхні під час зближення 
контактують на все зростаючих кількостях точок 
(зростає ФПК): на початку взаємодії по мірі 
вкорінення мікровиступів спостерігається пружна 
деформація; далі – пружно-пластична, пластична; для 
полімерів – переважно пружна [12, 14, 64]. 

При переміщенні, внаслідок наявності точок 
контакту, дискретності контакту і утворення нових 
точок контакту виникають значні деформації стиску, 
розтягу, згину, кручення, зрізу тощо, значні механічні 
напруги, ґрадієнт фізико-механічних властивостей, 
висока температура, ґрадієнт температур. Відповідні 
протікають некласичні хемічні реакції та фізико-
хемічні процеси, та ще й з високими швидкостями [64]. 

5. Шорсткість поверхні значно впливає на такі 
процеси: тертя та зношування; контактні деформації; 
корозійну стійкість; концентрацію напруг; ударну 
міцність; вібраційну активність; аеродинамічні 
властивості поверхні; гідродинамічний опір поверхонь; 
обтікання тіла рідинами та газами; герметичність 
з’єднань; міцність пресових нерухомих з’єднань; 
здатність поверхонь до запилення; електроконтактний 
та теплоконтактний опори; маґнітні властивості; 
відбивання від поверхні та проходження через прозоре 
чи напівпрозоре тіло електромагнітних хвиль; 
розпушення ниток в текстильних машинах і якість 
тканини; теплопровідність і радіаційні властивості; 
міцність і якість покриття; змочування поверхні 
твердих тіл крапельними рідинами та розтопами 
металів та полімерів; електрохемічне полірування та 
травлення; конденсація на поверхні та випаровування з 
поверхні, кипіння; перегін (сублімація) з поверхні та 
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деперегін (конденсація газу або рідини) на поверхню 
твердого тіла; адсорбція, адгезія, когезія твердих тіл, 
зчеплення поверхонь; електроконтактні та 
електрокінетичні явища; електроосмос та 
електрофорез; розподіл ζ – потенціалу біля поверхонь; 
течія газів, рідин через зазори та пори; розрахунок 
питомої поверхні та питомого об’єму; переніс енергії 
від поверхонь у розріджених ґазах тощо [64, 80]. 

І. Математичні та фізичні моделі опису 
шорсткості поверхонь 

1. Детерміновані та композиційні моделі (рис. 5, 
6). При описі шорсткої твердої поверхні і розрахунках 
фактичної площі контакту (ФПК) застосовують моделі 
поверхні у такому вигляді: набору сфер, розподілених 
за висотою лінійно або нелінійно [27, 28, 42, 63, 153, 
154, 174, 184, 199], набору стрижнів, розподілених за 
висотою лінійно або за законом Ґаусса [59, 62, 63, 64, 
65], сфер або циліндрів, рівномірно розподілених на 
поверхні і таких, що мають однаковий радіус кривини і 
однакову висоту [196], конусів [39, 177, 182], зрізаних 
конусів [158], пірамід [176], сфер, симетричних клинів, 
конусів з кутом розхилу π/2, які мають лінійний, 
нормальний або Пуассона розподіл за висотою і 
випадковий розподіл по поверхні [183], еліпсоїдів [4, 
39] тощо. При цьому припускають сталість радіуса або 
кута при вершині, а закон розподілу висоти 
нерівностей визначають експериментально за 
параметрами шорсткості поверхні. Накладання 
обмежень на форму виступів віддаляє модель від 
реальної поверхні. Як засвідчила зйомка топографічної 
мапи поверхні ряду профілів, реальна форма 
мікровиступів є далекою від правильної [203, 205]. 
Тому виникає проблема адекватного математичного 
опису реальної поверхні простими моделями. 

Так, згідно [4, 139], ізотропна шорсткість поверхні 
виникає після: торцевого точіння, електроіскрової, 
ультразвукової або віброабразивної обробки, доводки 

незакріпленим абразивом, шабрування, а в окремих 
випадках – в процесах тертя і зношування. А 
випадкова анізотропна шорсткість поверхні виникає 
при шліфуванні циліндричною і торцевою поверхнею 
кружала, хонінґуванні, суперфінішуванні, прокатці, 
протяганні і в процесах тертя та зношування. При 
механічній, електрохімічній або термічній обробках 
поверхонь твердих тіл, або під час тертя та 
зношування, як і внаслідок природніх процесів 
виникають нерівності різних розмірів, які розташовані 
на інших нерівностях. Опис такої поверхні неможливо 
зробити простими моделями. 

Вплив анізотропної шорсткості на зносостійкість 
металевих спряжених пар підтверджується роботами 
[35, 94, 101]. Авторами зроблено висновок, що 
нормування анізотропної шорсткості необхідне для 
досягнення високої зносостійкості. 

Навіть порівняльний аналіз стрижневої, сферичної 
і еліпсоїдної моделей показує, що при розрахунках 
опорної площі контакту стрижнева модель різниться 
від еліпсоїдної до 30 %, а сферична від еліпсоїдної – до 
15 % [90]. 

2. Статистична оцінка шорсткості поверхні [36, 
80, 81, 86, 132, 139, 166]. 

Існують способи опису нано- і мікрошорсткої 
поверхні, що базуються на використанні 24 параметрів 
шорсткості і хвилястості [56, 57], які визначаються по 
профілоґрамах профілю поверхні і зняті в кількох 
напрямках (рис. 7): 

2.1. Бази відліку. Під номінальним профілем 
поверхні розуміють профіль, який отриманий під час 
перерізу певною площиною поверхні без врахування 
допустимих відхилень [36] для розрахунку вибіркових 
(осереднених) величин і, відповідно, оцінок 
генеральних величин. За шорсткістю поверхонь базова 
лінія l (або базова площина) для номінального профіля 
поверхні визначається в межах базової довжини L із 
ряду: 0,01; 0,03; 0,08; 0,25; 0,80; 2,50; 8,0; 25,0 мм 
тощо. 

 
Модель шорсткої 

поверхні твердого тіла 

Неоднорідна 

Випадкова 

Ізотропна 

Однорідна 

Анізотропна 

Детермінована 

Ґауссовська Неґауссовська 

Композиційна 
(детермінована+ 
випадкова) 

 
Рис. 5. Схема опису шорсткої поверхні детермінованими, композиційними та випадковими моделями [82, 139]. 
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Рис. 6. Класифікація шорстких поверхонь: 
детермінована періодична з випадковою фазою (а); 
детермінована основна з накладеною на неї 
випадковою компонентою – композиційна шорсткість 
(б); анізотропна випадкова (в); ізотропна випадкова (г) 
[130]. 

 
а) 

  
б) 

Рис. 7. Профілоґрами мікрошорсткості (а) та 
наношорсткості (б) поверхні твердого тіла [14]. 

Базова довжина вимірювань становить: L=2,5–8 мм 
(для Rz=10–320 мкм) [85]; L=0,25–0,8 мм (для 
Rа=0,08–2,5 мкм) [85]; L=175 мкм (для Rа=1,2–49,4 нм; 
Rz=8,8–152,1 нм) [31, 83]; L=350 мкм (для Rа=1,7–
3,4 нм) [49]. 

За начало відліку ординат прийнята середня лінія 
профілю поверхні, яка уявляє собою базову лінію, яка 
має форму номінального профілю, і проведену так, що 
в межах базової довжини середнє квадратичне 
відхилення профілю від цієї лінії мінімальне [36]. 
Частинним випадком середньої лінії профілю є 
центральна лінія, яка має форму номінального 
профілю і розташована в межах базової довжини таким 
чином, що сума площ між цією лінією і профілем 
поверхні по обидві сторони від цієї лінії, рівні між 
собою. 

 
 

2.2. Висотні параметри. 
2.2.1. Одиничний профіль. 
1. Нехай рівняння у=f(х) описує зміну амплітуди 

профілю як функції відстані х вздовж кривої профілю 
(рис. 8). 

 
Рис. 8. Приклади функції у=f(х) шорстких поверхонь 
на відстані базової довжини L: гармонійний процес (а); 
композиційний процес (гармонійний + випадкового 
шуму) (б); вузькосмугастий випадковий шум (в); 
широкосмугастий випадковий шум (г) [16]. 

На рис. 8 показані чотири приклади функцій зміни 
висот вершин у=f(х) вздовж кривої профілю шорсткої 
поверхні та на рис. 9 – відповідні їм графіки щільності 
ймовірності розподілу [16]. Тоді, середня (або 
центральна) лінія профілю Z1 буде визначатися так 
[80]: 

( )∫=
L

dxxf
L

Z
0

1
1

,        (1) 

вибірковою оцінкою якої є середнє арифметичне 
відхилення профілю поверхні від базової лінії в межах 
базової довжини L [36]: 

∑∑
==

=−=
N

i
i

N

i
i y

N
yy

N
Ra

11

11
,   (2) 

де 0=y ; 
 уі – ордината N-точок профілю в межах базової 
довжини, і=1, 2, … , N, а квадрат лінії профілю 
[80]: 

( )
2/1

0

2
2

1











= ∫

L

dxxf
L

Z ,      (3) 
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вибірковою оцінкою якої є середнє квадратичне 
відхилення профілю поверхні [36]: 

( ) ( )
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2 11






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
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i
i y

N
yy

N
Rq , (4) 







≈≈=

≈=

RqRqRqRa

RaRaRq

8,07979,02//

2533,12/

π

π
,      (5) 

Ra залежить від базової довжини L (рис. 10) [139]. 

 
Рис. 9. Графіки щільності ймовірності розподілу висот 
вершин для шорстких поверхонь: гармонійний процес 
(а); композиційний процес (гармонійний + 
випадкового шуму) (б); вузькосмугастий випадковий 
шум (в); широкосмугастий випадковий шум (г) [16]. 

 
Рис. 10. Залежність параметру Ra від базової довжини 
L [139]. 

2. Функцію автокореляції Z3 для одиничної 
кривої отримують шляхом зміщення її на певний 
інтервал Δх=τ, з наступним добутком первинної 
функції у=f(х) на зміщену функцію у1=f(х+Δх) та 
осереднення добутку цих функцій на базовій довжині 
L [80]: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +⋅=∆+⋅=

==∆=∆+⋅=

∞→∞→

L

L

L

L

yy

dxxyxy
L

dxxxfxf
L

RxRxxfxfEZ

00

3

 1lim 1lim τ

τ

 (6) 
з вибірковою оцінкою в межах базової довжини L 

( ) ( )∑
=

+⋅=
N

i
ii yy

N
R

1
11

1
τ ,              (7) 

де Δх=τ – інтервал зміщення (зсуву); 
 Е – символ математичного сподівання. 

За (6) при τ=0 функція Rу(τ) дорівнює дисперсії 
профіля: 

( ) ( ) 22
23 00 σ===∆= ZxZRy   (8) 

Чотири приклади автокореляційних функцій 
розподілу висот вершин для шорстких поверхонь 
(рис. 8) показані на рис. 11 [16].  

 
Рис. 11. Графіки автокореляційних функцій 
(автокорелоґрам) для шорстких поверхонь: 
гармонійний процес (а); композиційний процес 
(гармонійний + випадкового шуму) (б); 
вузькосмугастий випадковий шум (в); 
широкосмугастий випадковий шум (г) [16]. 
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Як видно з рис. 11, автокорелоґрама гармонічного 
коливання (рис. 11 а) має вигляд косинусоїди, яка 
описується співвідношенням [16]: 

( ) τπωτ 0

2
2cos

2
Υ

=yR .          (9) 

Автокорелоґрама композиційного процесу уявляє 
собою просто суму гармонічних коливань висот 
вершин та випадкового шуму (рис. 11 б) [16]. А для 
вузькосмугастого випадкового шуму (рис. 11 в) 
автокорелоґрама уявляє собою гармонічні коливання із 
амплітудою і, якщо ау=0, то вона прямує до нуля при 
великих зсувах (τ→∞) [16]. Для широкосмугастого 
випадкового процесу з ау=0 автокорелоґрама 
(рис. 11 г) має вигляд крутого піка, який швидко 
спадає до нуля, при цьому АКФ прагне до ау2 [16]. При 
граничному гіпотетичному «білому» шумі, що 
відповідає випадковому процесу, енергія якого 
рівномірно розподілена за частотами, автокорелоґрама 
має вигляд дельта-функції Дірака при зсуві τ = 0 [16]. 

Якщо функція у=f(х) є стаціонарною з нормальним 
розподілом Ґаусса (н.з.р.), то вона повністю 
характеризує висотні якості профілю поверхні. На 
рис. 12 показана залежність автокореляційної функції 
Rу(τ) від величини інтервала зміщення τ=Δх профілю 
поверхні. З рис. 13 видно, що розподіл ординат за 
довжиною профілю поверхні підпорядкований н.з.р. 
Ґаусса [16, 59, 125, 128, 190]: 

• щільність ймовірностей нормального розподілу: 

( ) ( )

.
2
1exp

2

1

2
exp

2

1

2

2

2

2

2

























−=

=










 −
−=

yy

y

y

y

y

ay
y

σπσ

σπσ
ϕ

      (10) 

• для нормованої величини: 

yy

y yay
z

σσ
=

−
= .       (11) 

• нормована щільність ймовірностей нормального 
розподілу: 
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де     ( )∫
∞

∞−

== dyyyEya y  ϕ  –    (13) 

математичне сподівання, оцінкою якого є вибіркова 

середня y :            ∑
=

=
N

i
iy

N
y

1

1
;     (14) 

2
yy σσ +=  –            (15) 

середнє квадратичне відхилення (вибіркова оцінка 
2SS += ); 

( ) ( )∫
∞

∞−

−== dyyayDy yy  22 ϕσ  –           (16) 

ґенеральна дисперсія, оцінкою якої є вибіркова 
дисперсія: 

( )∑
=

−
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=
N

i
i yy

N
S

1

22

1
1

. (17) 

 

 
Рис. 12. Залежність функції автокореляції Z3 від 
інтервала зміщення Δх для шліфованої поверхні 
(Ra=0,25 мкм) [80]. 

 
Рис. 13. Профіль поверхні та розподіл ординат у=f(х) 
за довжиною профілю L [16, 190]. 

3. Спекральний розклад. Розподіл висот вершин 
характеризує також теоретична та фізична спектральні 
щільності (степеневі функції щільності) профілю 
поверхні. Спектральні щільності S(ω), що 
відповідають кореляційним функціям розподілу висот 
вершин, можна визначити за допомогою перетворення 
Фур’є [16, 59, 80, 82]. Такий підхід дозволяє отримати 
двобічну теоретичну спектральну щільність, яка 
визначається в інтервалі частот (–∞<ω<∞): 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) , 2exp

 2exp

dyyiKRk

diRS

xyx

yy

∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

−=Φ=

=−=

πτ

τωτπτω

(18) 

де kx – компонент хвильового вектора K
r

; 
 (–∞<ω<∞) – діапазон частот застосування 
теоретичної спектральної щільності, при цьому (18) 

існує, якщо ( )∫
∞

∞−

∞<ττ dRy   . 

Зворотнє перетворення Фур’є запишемо у вигляді 
[16, 80]: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) . 2exp

 2exp
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∫
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Φ=

==

π

ωωτπωτ

. (19) 

З (18) видно [16], що 

( ) ( )∫
∞

∞−

Φ== xxy dkkR  0 2σ .          (20) 

Фізично здійснені однобічні спектральні щільності 
Gy(ω) з частотами ω в інтервалі (0, ∞) мають вигляд 
[16]:  

( ) ( )


 ∞<≤

=
,   0,          

0    ,2

інших  при

при

ω

ωω
ω y

y
S

G         (21) 

які пов’язані для стаціонарного процесу з АКФ за 
перетворенням Фур’є [16]: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) , 2cos4

 2exp2
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τπωττ

τωτπτω

dR

diRG

y

yy

∫

∫
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=

=−=

(22) 

при 0≤ω<∞. 
Графік порівняння двобічної теоретичної [Sу(ω)] та 

однобічної фізичної здійсненої [Gу(ω)] спектральної 
щільності показаний на рис. 14 [16]. На рис. 15 
показані графіки спектральної щільності для шорстких 
поверхонь (рис. 8) [16]. 

 
Рис. 14. Однобічна G(ω) та двобічна S(ω) спектральні 
щільности [16]. 

2.2.2. Парні профілі поверхні. Якщо у1=f1(х), 
у2=f2(х) описують два профіля, розподіл ординат за 
довжиною профілю поверхонь кожного 
підпорядкований н.з.р. Ґаусса, то для пари 
стаціонарних випадкових профілей статистичними 
параметрами є: 

• щільність ймовірностей двовимірного 
нормального розподілу [16, 59, 125]: 
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(23) 

де ( )[ ] xyEa ii =  – математичні сподівання; 

 ( )[ ]{ }22  iii axyE −=σ  – ґенеральні дисперсії, 

відповідно, 2
ii σσ +=  – ґенеральні середні 

квадратичні відхилення, оцінками яких є вибіркові 
дисперсії 2

iS  та середні квадратичні відхилення Si 
[128]; 

21

12
12 σσ

ρ
C

=  – ґенеральний коефіцієнт кореляції 

випадкових величин у1=f1(х) та у2=f2(х);  


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
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2221
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12 CC

CCC  – коваріаційна матриця з 

елементами Сij ; 
( )( )[ ] 2  ,  iiijjiiij CayayEC σ=−−= . 

За [128] 

,
21

1/1
12 σσ

ρ
M

=   (24) 

де М1/1 – ґенеральний змішаний центральний момент 
другого порядку: 

( )( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−−= 21212211  ,   dydyyyayay ϕ1/1M ; (25) 

φ(у1,у2) – щільність ймовірностей двомірного 
розподілу. 

 
Рис. 15. Графіки однобічної спектральної щільності 
для шорстких поверхонь: гармонійний процес (а); 
композиційний процес (гармонійний + випадкового 
шуму) (б); вузькосмугастий випадковий шум (в); 
широкосмугастий випадковий шум (г) [16]. 
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На рис. 16 показаний графік сумісної щільності 
ймовірностей розподілу для двох випадкових величин 
[16]. 

 
Рис. 16. Графік сумісної щільності ймовірностей 
розподілу двох випадкових величин (висот профілю 
поверхні z=f(x,y) у тривимірному просторі) [16]. 

Оцінкою М1/1 є вибірковий змішаний центральний 
момент другого порядку m1/1 [128]: 
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• Функція сумісної кореляції [80]: 
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з вибірковою оцінкою: 
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Типовий графік сумісної кореляційної функції 
показаний на рис. 17 [16]. 

 
Рис. 17. Графік сумісної кореляційної функції (сумісна 
корелоґрама) [16]. 

 

Для двох випадкових процесів – профілей 
шорстких поверхонь – у1(х) та у2(х) за [16] можна 
записати дві автокореляційні функції: 

( ) ( ) ( ) ;  2 exp 11 ∫
∞

∞−

= ωωτπωτ diSR       (29) 

( ) ( ) ( )   2 exp 22 ∫
∞

∞−

= ωωτπωτ diSR       (30) 

та сумісну кореляційну функцію: 

( ) ( ) ( ) .  2 exp 1212 ∫
∞

∞−

= ωωτπωτ diSR       (31) 

• Функція сумісної спектральної щільності [16]: 
За перетворенням Фур’є [80] запишимо двобічні 

(теоретичні) функції спектральної щільності [16]: 

( ) ( ) ( ) ;  2 exp 11 ∫
∞

∞−

−= τωτπτω diRS       (32) 

( ) ( ) ( )   2 exp 22 ∫
∞

∞−

−= τωτπτω diRS       (33) 

та двобічну (теоретичну) функцію сумісної 
спектральної щільності [16]:  

( ) ( ) ( ) .  2 exp 1212 ∫
∞

∞−

−= τωτπτω diRS   (34) 

Фізично здійснені однобічні спектральні щільності 
Gi(ω) з частотами в інтервалі (0, ∞) мають вигляд [16]: 
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Для стаціонарного процесу однобічні (фізично 
здійснені) за перетворенням Фур’є функції 
спектральних щільностей для діапазону частот 0≤ω<∞ 
мають вигляд [16]: 
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( ) ( ) ( )
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Так як сумісна кореляційна функція непарна, то 
сумісна спектральна щільність є комплексною 
величиною з двома складовими [16]: 

( ) ( ) ( ), 121212 ωωω iQCG −=  (38) 
де С12(ω) – синфазна складова (дійсна частина); 
 Q12(ω) – квадратурна складова (уявна частина), 
які мають вигляд [16]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ;  ,,,,  1limlim
0

21
0

12 ∫ ∆∆
∆

=
∞→→∆

L

L
dxxyxy

L
C ωωωω

ω
ω

ω

(39) 

( ) ( ) ( ) ( ) ,  ,,,,  1limlim
0

01
0

12 ∫ ∆∆
∆

=
∞→→∆

L

L
dxxyxy

L
Q ωωωω

ω
ω

ω

(40) 
де у1(х, ω, Δω), у2(х, ω, Δω) – відфільтровані частини 

процесів у1(х), у2(х) відповідно; 
 у0(х, ω, Δω) – функція, що зміщена на 900 за фазою 

відносно у1(х, ω, Δω). 
Спектральна щільність у вигляді показникової 

функції виглядає так [16]: 
( ) ( ) ( )[ ]  exp  121212 ωθωω iGG −= ,    (41) 

де ( ) πωτωθ 212 = , а модуль ( ) 12 ωG  та арґумент 
( )ωθ12  пов’язані з ( )ω12C  та ( )ω12Q  так [16]: 
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(43)                              
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На рис. 18 показаний типовий графік однобічної 

(фізичної) сумісної здійсненої спектральної щільності 
( ) 12 ωG  та арґумента ( )ωθ12  (співвідношення 

синфазної та квадратурної складових) – дві частини, 
що визначають модуль і фазу – як функції частоти ω 
для двох випадкових процесів. 

 
Рис. 18. Графік сумісної спектральної щільності двох 
профілей у1(х) та у2(х) шорсткої поверхні [16]. 

• Частотні характеристики спектра [16]: 

( ) ( )
( )ω
ω

ω
1

12
1 G

GH = ;          (45) 

( ) ( )
( )ω
ω

ω
2

12
2 G

GH = ;          (46) 

• Коґерентні характеристики спектра [16]: 
Для однобічної (фізичної) здійсненої сумісної 

спектральної щільності стаціонарного процесу 
величину 

( ) ( )
( ) ( )ωω

ω
ωγ

21

2
122

12
 

GG
G

⋅
=   (47) 

називають функцією коґерентності. Вона визначена в 
інтервалі ( ) 10 2

12 ≤≤ ωγ : функції у1(х) і у2(х) 
некоґерентні (некорельовані) на даній частоті ω, якщо 

( ) 02
12 =ωγ ; для статистично незалежних функцій у1(х) і 

у2(х) для всіх значень частот ( ) 02
12 =ωγ ; якщо для всіх 

значень частот ( ) 12
12 =ωγ , то функції у1(х) та у2(х) 

повністю коґерентні, а в межах ( ) 10 2
12 << ωγ  – 

частинно коґерентні для всіх значень частот. 
Для двосторонньої теоретичної сумісної 

спектральної щільності вводять [16] функцію загальної 
коґерентності: 
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( ) ( )ωω

ω
ωγ

2211

2
122

12
 

SS
S

⋅
=   (48) 

та функцію частинної коґерентності [16]:  
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2.2.3. Інші параметри. 
• Параметр нахилу нерівностей [80]: 
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• Параметр гостроверхості (кривини) вершин 
нерівностей [80]: 
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• Параметр напрямку нахилу виступів [80]: 
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де «+» – різниця довжин, що відносяться до 
позитивних виступів; 
«–» – різниця довжин, що відносяться до 
неґативних виступів. 
• Ширина розподілу (розмах варіювання) ординат 

профілю еквівалентна максимальній висоті 
нерівностей профілю Rmax, яка є відстанню за 
ординатою між максимальним виступом та 
мінімальною западиною профілю в межах базової 
довжини L: 

minmaxmaxminmaxmax iiii hhRHHR −=←−=∗ ,   (53) 
де відлік Нimax, Нimin може бути виконаний від 
довільної реперної лінії. 

Співвідношення між Rmax, Ra, Rq має вигляд [36]: 
.  149,4   20,5max RqRaR ≈≈   (54) 

• Стандартизована висота нерівностей профілю 
поверхні за 10 точками (Rz), яка дорівнює сумі 
середніх арифметичних абсолютних відхилень ординат 
точок 5 найбільших максимумів та 5 найменших 
мінімумів в межах базової довжини [36]: 


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55

1
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1
max5

1 NN

i
i

i
i HHRz .   (55) 

Для середньої лінії, яка має форму відрізків 
прямих, Rz є середня відстань між ординатами 5 
найвищих виступів та 5 найнижчих западин в межах 
базової довжини, які виміряні від лінії, паралельній 
середній лінії, що не перетинає профіль поверхні [36]: 
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1
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Зв’язок між Rmax і Rz задається рівнянням [85]: 
RzR  15,1max ≈ .     (57) 

• Rp – відстань від найвищої точки профілю до 
його середньої лінії (висота), 

  Rv – відстань від найнижчої точки профілю до 
його середньої лінії (глибина), причому  

Rp+Rv=Rmax.   (58) 
2.2.4. Похибка Δ(Ry) при вимірюванні та 

розрахунках висотних параметрів пов’язана з 
довільним вибором величини базової довжини та 
довільно вибраною точкою – началом відліку, яка 
визначається наступним співвідношенням [36]: 

( ) ( )
( ) %1001

/cos
/cos

⋅







−

⋅
=∆

vхвхв

хвхв

kSarctgH
SarctgHRy ,  (59) 

де Нхв. – висота хвилі; 
 Sхв. – крок хвилі; 

 kv – коефіцієнт горизонтального стиснення 
профілю. 
Найменше значення Sхв./Нхв. має місце при точенні 

(60-135), а найбільше – при поліруванні (2500-13600) 
[38]. 

Якщо прийняти kv=20, а із співвідношень при 
точенні Нхв./Sхв.=0,0167–0,0074, а при поліруванні 
Нхв./Sхв.=4·10–4–7,4·10–5, вибрати найбільше 
Нхв./Sхв.≈0,02, то за (26) будемо мати похибку 
Δ(Rу)=7,7%, тоді Δ(Rу)≈8% – є найбільше граничне 
значення похибки. 

Величина показників шорсткості поверхонь Ra i 
Rz та відповідні їм класи рівності поверхонь приведені 
в табл. 1. 

2.3. Крокові параметри нерівностей поверхні: 
• Середній крок нерівностей [36]: 

1
2

−
=

m

m
m k

l
S ,      (60) 

де lm – довжина відрізка середньої лінії між першим 
перетином та останнім непарним перетином, її 
профілем в межах базової довжини; 
km – число перетинів середньої лінії профілем у 
тих же межах, відліковуючи з першого до 
останнього непарного перетину. 
• Середній крок нерівностей за вершинами: 

1max

0
max −

=
k

lS ,    (61) 

де lо – довжина відрізка середньої лінії між 
проекціями найвищих точок першого й останнього 
виступів профілю в межах базової довжини; 
kmах – число виступів (піків, максимумів) профілю 
в межах базової довжини. 
• Середній крок нерівностей за западинами: 

1min

0
min −

=
k

lS ,  (62) 

де lо – довжина відрізка середньої лінії між 
проекціями найнижчих точок першої та останньої 
западин профілю в межах базової довжини; 
kmin – число западин (мінімумів) профілю в межах 
базової довжини. 
Обмеженість інформації про шорстку поверхню 

тертя та зношування за допомогою цих 24 параметрів є 
загальновизнаним фактом [4, 139]. 

Таблиця 1 
Величини показників шорсткості та класи 

рівності поверхонь [139] 
Клас 
рівності 
поверхонь 

Ra, 
мкм 

Rz, 
мкм 

Позначення класа 
рівності поверхонь 
на кресленнях 

1 80 320 ∇ 1 
2 40 160 ∇ 2 
3 20 80 ∇ 3 
4 10 40 ∇ 4 
5 5 20 ∇ 5 
6 2,5 10 ∇ 6 
7 1,25 6,3 ∇ 7 
8 0,63 3,2 ∇ 8 
9 0,32 1,6 ∇ 9 

10 0,16 0,80 ∇ 10 
11 0,080 0,40 ∇ 11 
12 0,040 0,20 ∇ 12 
13 0,020 0,10 ∇ 13 
14 0,010 0,05 ∇ 14 

(15)* 0,007 0,04 ( ∇ 15)* 

(16)* 0,005 0,03 ( ∇ 16)* 
(17)* 0,003 0,02 ( ∇ 17)* 
(18)* 0,001 0,01 ( ∇ 18)* 

* проект 
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2.4. До структурного параметру нерівностей 
поверхні відносять [36, 64, 80] стандартизовану 
відносну опорну довжину профілю tp на рівні р (від 
Rmax) перерізу профіля (у % або відносних одиниць від 
базової довжини L) – опорна крива Аббота (рис. 19) 
[14, 64, 85, 151]: 

( )pf
L

t t
p

p ==
η

,         (63) 

де ηр – опорна довжина (дорівнює сумі відрізків в 
межах базової довжини, що відсікає на певному 
рівні р в тілі виступів профілю поверхні лінією, що 
еквідістантна середньої лінії). 
Опорна крива характеризує структуру нерівностей 

поверхні: показує закономірність зростання площі 
опори у певному перерізі при зближенні контактуючих 
двох поверхонь – абсолютно рівної та шорсткої 
поверхонь.   

 
Рис. 19. Побудова кривої опорної поверхні. 

Параметри степеневої апроксимації опорної кривої 
(b, v), описують залежність відносної опорної довжини 
профілю tp від нормованого значення рівня перерізу 
профілю [14, 85]: 

νεbt p = ,   (64) 

де 
maxR
p

=ε ; р – рівень перерізу профіля. 

Експериментально знайдено: b=2–20; v=2–3. 
2.5. Відомі спроби створення простого критерію 

оцінки шорсткості, який би у повній мірі 
характеризував експлуатаційні властивості поверхні 
[56, 78]. Так, в [54, 55, 91–93] запропонований 
безрозмірний комплекс: 

vbr
R

/1
max* =∆ ,            (65) 

де  Rmax – найбільша висота нерівностей профілю 
поверхні; 

 r  – середній радіус одиничних нерівностей; 
 b, v – параметри кривої Аббота – степеневої 

апроксимації початкової ділянки відносної опорної 
довжини профілю tp

* на заданому рівні p* [151]: 

де       
vc

p R
hbt )(
max

* = ,     (66) 

hc – зближення поверхонь. 
Параметри шорсткості, опорна крива, Rmax і 

безрозмірний комплекс Δ* визначаються за 
опосередкованими даними профілоґрам. 

3. Теоретико-ймовірнісні моделі. 

Одним із найбільш вагомих факторів, який 
утруднює математичний опис шорсткості поверхонь 
твердих тіл, є її нереґулярність, що виникає в 
результаті фізичних та фізико-хімічних способів 
обробки та формування поверхонь твердих тіл, яка і 
викликає необхідність застосування для її опису та 
аналізу теоретико-ймовірністних методів [149, 156]. 

Дослідження шорсткої поверхні методами 
одномірних випадкових функцій [97, 137, 163, 208, 
209] базуються на двох припущеннях: 

● статистичні характеристики поверхні 
приймаються рівними статистичним характеристикам 
профілоґрами цієї ж поверхні; 

● вершини нерівностей вважають сферичними. 
Профілоґрама вказує на менше число високих піків 

порівняно з дійсним числом високих вершин на 
поверхні, тому що профілоґрама з більшою 
ймовірністю проходить по схилу виступу поверхні, ніж 
по вершині. Навіть для грубої поверхні і поверхні, яка 
отримана різанням з вузькою спектральною функцією, 
малоймовірно, що всі нерівності будуть проходити 
через середню лінію профілю. Як показано в [115], 
середня висота виступів профілю приблизно на 80 % 
менша середньої висоти виступів поверхні. 

Таким чином, перше припущення приводить до 
помилки при визначенні розподілу висот вершин, 
кривини і ґрадієнту поверхні: профілоґрама дає 
занижені ймовірності високих вершин, кривини у 
вершинах і середні ґрадієнти. 

На цій же підставі крива опорної поверхні доволі 
неточно визначає площу поверхні на відповідному 
рівні, тому що певна сума відрізків профілоґрами являє 
собою переріз нерівностей поверхні по схилах і, таким 
чином, непропорційна реальній площі на даній висоті. 
Ймовірність, що на профілоґрамі зустрінеться 
максимальний виступ, дуже мала. 

Таким чином, величини r , Rmax, b, v, Δ* 
визначаються з малою точністю. Друге припущення 
допускає рівність кривин у напрямках осей, що 
приводить до похибок у визначенні середньої кривини, 
головних кривин і відношення головних кривин у 
вершині мікронерівностей. 

Наприклад, завдання визначення головних кривин 
і відношення головних кривин у вершинах 
мікронерівностей вирішується таким чином: в двох 
перпендикулярних напрямках, які відповідають 
поздовжній і поперечній шорсткостям поверхні, 
знімаються профілоґрами, за ними визначаються 
радіуси кривин у вершинах мікронерівностей, які і 
приймаються за головні. Дослідження [109] точності 
цього методу визначення головних кривин і 
відношення головних кривин (l) показало, що при 
відносній похибці при значеннях кута похибки ψ = 10, 
30, 50, 100 відношення кривини l міняється від 1 до 
0,0004. Так, при l ≥ 0,126 метод дає задовільні 
результати. При малому відношенні кривин (l < 0,126) 
із зменшенням l похибка катастрофічно зростає, що 
веде до непридатності формули для визначення 
ексцентриситету. Наприклад, при l < 0,9 
ексцентриситет 

3/42 1 le −≈ .          (67) 
Тому, необхідно було знайти метод визначення 

головних кривин, який не вимагає визначення 
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поздовжнього і поперечного напрямків на поверхні і, 
таким чином, не був би пов’язаний з кутом похибки ψ. 

Для опису статистично однорідної ізотропної 
поверхні в [75, 170, 185, 186, 187, 188, 189] при 
дослідженні поверхні океану при хвилюванні і в [82] 
при вивченні ізотропної поверхні твердого тіла 
застосували випадкову функцію для двох змінних 
z=z(x,y), яка має автокореляційну функцію (АКФ) 
R(x,y) [82]: 

∫ ∫
− −∞→

∞→
∆+∆+=

1

1

2

22
1

111111
21

),(),(
4

1lim),(
L

L

L
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dydxyyxxzyxz
LL

yxR  

(68) 
і допускає її спектральний розклад Фур’є Ф(kx,ky) на 
гармонічні компоненти kx, ky хвильового вектора K

r
 

[82]: 

[ ]dxdyyKxKiyxRKK yxyx ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−=Φ  )( exp),(
4

1),( 2π
,

(69) 
а зворотне перетворення Ф(kx,ky) [82]: 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+Φ= yxyxyx dKdKyKxKiKKyxR )](exp[),(),( . 

(70) 
При цьому характеристики поверхні можна виразити 
через моменти спектральної щільності (СЩ): 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= yx
q

y
p

xyxpq dkdkkkkkФm ),(Re ,   (71) 

де Rе – дійсна частина числа. 
Лонґе-Гіґґінс отримав співвідношення для 

щільності піків анізотропної ґауссовської поверхні 
[187, 188], а в [75] розглядає питання про кутові 
коефіцієнти і ґрадієнти такої поверхні. 

Наближені методи отримання характеристик 
анізотропної поверхні на основі теорій випадкових 
функцій і з використанням кривої опорної поверхні, а 
також пов’язані з ними методи розрахунків фактичної 
площі контакту, оцінки триботехнічних властивостей 
контактуючої поверхні узагальнені в [4, 56]. 

Найяк [82] отримав розподіл висот вершин, 
середню кривину у вершині та ґрадієнт ізотропної 
поверхні, а також висоти та кривини піків і кутовий 
коефіцієнт профілоґрами цієї ж поверхні: 

1) Розподіл висот вершин: 
а) Щільність висот вершин шорсткої ізотропної 

поверхні, для якої спектральні моменти pq-порядку 
дорівнюють m00=m0; m20=m02=m2; m11=m13=m31=0; 
3m22=m40=m04=m4 [68]: 
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а область інтегрування V1 визначається нерівностями: 

1t < 0; 2
1

2
3

2
2 ttt ≤+ .  (74) 

б) Щільність ймовірностей висот вершин 
шорсткої ізотропної поверхні [82]: 
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де ( )322
3
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εβ ; ( )( )32121 −−

′=
αα

α
εγ ;  

 ( ) ( )∫ −=
β

ββ
π

β
0

2  exp2 derf ; 

 ( ) ( )∫ −=
γ

γγ
π

γ
0
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ймовірностей помилки [59]. 
в) Параметр α пов’язаний з характерною 

шириною спектральної щільності поверхні і 
змінюється в межах: 1,5<α<∞. 

Граничні залежності для p(ε1′) [82]: 
• при α→1,5 (β→∞; γ→∞; С1→∞) 
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• при α→∞ 
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1exp

2
1

ε
π

εp ,  (77) 

тобто при α→∞ розподіл висот вершин 
підпорядкований нормованому нормальному розподілу 
Ґаусса. 

На рис. 20 приведена залежність щільності 
ймовірностей розподілу висот вершин p(ε1′) шорсткої 
ізотропної поверхні в залежності від безрозмірної 
(зведеної) висоти ε1′ та параметра широкосмужності 
спектру α=1,5…∞. 
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Рис. 20. Щільність ймовірностей розподілу висот 
вершин ізотропної шорсткої поверхні [82]. 

2) Середня кривина ізотропної шорсткої 
поверхні у вершині виступів: 
а) Сумісна щільність висот вершин ε1′ та 

еквівалентних середніх кривин у вершині t1 [82]: 
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де область інтегрування V2 визначена нерівністю: 
0; 1

2
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2
2

2
1 >+≥ tttt .  (79) 

б) Сумісна щільність ймовірностей розподілу 
висот вершин ε1′ та еквівалентних середніх кривин у 
вершині t1 ізотропної шорсткої поверхні [82]: 
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в) Очікуване значення середньої кривини 
( )1ε ′mK  у вершині висотою ε1′ [82]: 
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де J0, …, J5 – функції параметрів ε1′ і α: 

);1(
2
)(exp

2

2
1

1
0 β

επ erf
C

J +










 ′
−=  

[ ] ;)1(
2
)(exp)(exp1 2

12
11

1
1













+










 ′
−+′−= β

ε
πβε erfC

C
J  

( )[ ] ( ) ( )( ) ;2/11
2

expexp2 2
2

12
113

1
2













++










 ′
−+′−= ββ

ε
πεβ erfC

C
J

( )[ ]( ) ( )

( ) ( )};2/3 1

2
exp1  exp2

3

2
122

112
1

3

βββ

ε
πβε

++×

×
















 ′
−++′−=

erf

C
C

J
 

);1(
)1(2

)(exp
)1(2

2
1

1
4 γ

α
εαπ erf

C
J +













−
′

−
+

=  

[ ] .
)1(2

)(
exp)1()(exp

1
1 2

12
11

1
5

















−
′

−++′−
+

=
α
εα

γπγε erfC
C

J  

Граничні залежності для ( )1ε ′mK  [68]: 

• при α→1,5     
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• при α→∞   ( ) .
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На рис. 21 приведена залежність сподівання 
значення безрозмірної середньої кривини ізотропної 
шорсткої поверхні у вершині 4/ mKm  від 
безрозмірної (зведеної) висоти ε1′ та параметра 
широкосмужності спектра α. 

 
Рис. 21. Сподіване значення безрозмірної кривини 
ізотропної поверхні у вершині нерівностей [82]. 

3) Щільність ймовірностей висоти ε1 ізотропної 
шорсткої поверхні [82]: 
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а функція розподілу висот вершин ізотропної шорсткої 
поверхні [82]: 
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4) Ґрадієнт поверхні визначається за [82]: 
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а) щільність ймовірностей змінної ζ [75, 82]: 

( )





















−=

2

2

2 2
exp

mm
p ζζ

ζ ;           (87) 

б) звідки сподіване середнє значення ґрадієнта 
поверхні [82]: 

( )∫
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==
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2

2
  mdp π

ζζζζ .          (88) 

Крім того, Найяк розглянув методику знаходження 
моментів спектральної щільності ізотропної поверхні 
за однією профілоґрамою, яка виміряна у довільному 
напрямку, а також показав відмінності щільності 
ймовірностей висот вершин поверхні і піків 
профілоґрами від очікуваних значень, кривин вершин 
поверхні та кривин піків профілоґрами. 

Порівняння щільності ймовірностей висот піків 
профілоґрами (1) та вершин поверхні (2) для α=1,5 (а) 
та α=5 (б) приведена на рис. 22. Порівняння сподіваних 
значень кривин піків профілоґрами (1) та вершин 
поверхні (2) для α=1,5 (а) та α=5 (б) приведені на 
рис. 23. 

Як видно з рис. 22 і рис. 23, є значна статистична 
різниця між даними профілоґрами та поверхні, яка 
зростає по мірі зміни параметра широкосмужності α 
від ∞ до 1,5. Встановлена відмінність статистичних 
характеристик поверхні та профілоґрами, ймовірно, 
суттєва і для анізотропної поверхні. 

 

 
        а) 

 
       б) 

Рис. 22. Порівняння щільності ймовірностей розподілу 
висот піків профілоґрами (1) та вершин поверхні (2) 
для α=1,5 (а) та α=5 (б) [82]. 

 
           а) 

 
         б) 

Рис. 23. Порівняння сподіваних значень кривин піків 
профілоґрами (1) та вершин поверхні (2) для α=1,5 (а) 
та α=5 (б) [82]. 

Теорія [82] застосовувалась для аналізу ізотропної 
поверхні при пружному контакті [146, 163], при 
пластичній течії [160, 161] і при адгезії [159]. В [4] 
розглянуті деякі наближені методи отримання 
характеристик анізотропної поверхні, а в [5, 6] – 
розрахунки з використанням моделі ізотропних 
поверхонь. 

Модель анізотропної шорсткої поверхні у вигляді 
реалізації однорідного випадкового поля z=z(x,y), 
отриманого із відповідного ізотропного поля шляхом 
розтягування за однією з координат, розглянута в [26, 
182]. Ця модель являє собою рідкісний випадок 
анізотропної поверхні, яка може бути отримана при 
окремих видах абразивної обробки або фрикційного 
припрацювання. 

Використовуючи рідкісний випадок апроксимації 
АКФ виду: 

)](exp[),( 2
2

2
1 yaxayxR +−= , (89) 

в [68] аналізується анізотропна поверхня. Вибір такої 
апроксимації пов’язаний з тим, щоби далі отримати 
матрицю кореляційних співвідношень для анізотропної 
поверхні, яка співпадала би зі структурою з матрицею 
кореляційних співвідношень для ізотропної поверхні. 
Це говорить про штучний підхід за апроксимації (89) 
до опису анізотропної поверхні. 

У роботі [208] ретельно обговорені «триточкові» 
дослідження профілоґрам поверхонь у припущенні, що 
АКФ має вигляд: 

( ) ( ) exp0 rmrR β−= ,        (90) 
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де параметр β характеризує швидкість загасання 
кореляцій. Найяк [82] спробував визначити параметри 
m2 і m4 за (90) і прийшов до висновку, що згідно теорії 
марковських процесів, випадковий процес з 
експоненціальною АКФ, наприклад (90), середні 
квадрати першої та другої похідних m2 і m4 прагнуть 
до ∞, так як (90) не має другої та четвертої похідних 
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    (91) 

Таким чином, щоби m2 і m4 (відповідно і α) 
існували, необхідно щоби АКФ була достатньо рівною 
на початку r→0. Можливо, що про r→∞ функція (90) є 
експонента, але цю властивість не можна 
екстраполювати в ділянку малих значень r. 

Взагалі, апроксимація АКФ функціями 
визначеного виду [95–97, 98, 99, 208] веде до 
згрублення випадкового процесу і може бути 
джерелом похибок при визначенні СЩ. 
Необґрунтованість подібного підходу показана в [82]. 

Відзначимо, що в [20] аналізується поодинокий 
випадок анізотропної поверхні, яка має виступи з 
великим ексцентриситетом і орієнтованих в одному 
напрямку, причому вісь ОХ орієнтована в 
подовженому напрямку мікронерівностей. Тоді в силу 
симетрії будемо мати такі співвідношення моментів 
СЩ: т11 = т13 = т31 = 0. Крім того, т04 >> т40, що 
рівнозначно т02 >> т20. Для опису такої поверхні 
необхідно мати п’ять параметрів: дисперсію висот 
поверхні відносно середньої площини т00, середні 
квадрати кутів нахилу в двох головних напрямках т20 і 
т02 і середні квадрати двох головних кривин т40 і т04. 
Стосовно такої поверхні авторами [20] розглядається 
фактична площа контакту (ФПК) і умови переходу 
пружного деформування до пластичної течії. 

Використовуючи модель випадкового поля 
шорсткої поверхні і не пов’язуючи її з АКФ якогось 
певного виду, не використовуючи припущення, які 
прийняті для опису поверхні одномірними 
випадковими функціями або поверхні з сильною 
анізотропією і орієнтованими мікронерівностями, а 
також не припускаючи певної форми нерівностей, в 

[103, 108, 109, 111, 115, 200, 201] отримано 
співвідношення для законів розподілення та їх 
основних параметрів анізотропних поверхонь: 
щільності ймовірності висот вершин, середньої 
кривини у вершині мікронерівностей, ґрадієнту 
поверхні, повної кривини у вершині, головних кривин і 
співвідношення головних кривин у вершині 
мікронерівностей анізотропної поверхні, а також для 
середньої висоти виступів шорсткої поверхні і 
щільності плям контакту при сполученні шорсткої 
поверхні з рівною. 

При цьому, з опису топографії анізотропної 
поверхні як частинний випадок витікали результати 
для ізотропної поверхні, які для щільності ймовірності 
висот вершин, середньої кривини мікронерівностей 
поверхні у вершині і ґрадієнта, приведені до раніше 
відомих результатів [82], крім того, дослідження 
фактичної площини контакту за методами опорних 
кривих і випадкового поля показало, що 
запропонована в [108] модель опису анізотропної 
поверхні випадковим полем дає розрахунок ФПК 
близький до експериментального [105], що дозволяє 
прийняти цю модель у подальших теоретичних 
дослідженнях контактних явищ на шорстких 
поверхнях твердих тіл, як таку, що описує анізотропну 
шорстку поверхню з високою надійністю та точністю. 
Результати [105, 108-111, 114, 115] узагальнені в [103, 
200] і отримали подальший розвиток у [70, 89, 102, 
104, 106, 107, 112, 113, 116-123, 129, 131, 201, 202]. 

За [82] для опису ізотропних шорстких поверхонь 
необхідно використати три спектральні моменти (m0, 
m2 і m4) і один параметр широкосмужності спектра 

( )
2
2

40

m
mm

=α , який не залежить від орієнтації системи 

координат на поверхні, а Лонґе-Гіґґінс [75] показав, що 
для опису анізотропної поверхні необхідно 
використати 9 спектральних моментів: m00, m20, m02, 
m11, m13, m31, m22, m40, m04, але при i+j≤4 існують лише 
7 їх інваріантних комбінацій, які не залежать від 
орієнтації системи координат: 

• нульового порядку:   ;000 mM =  
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• четвертого порядку 
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Введемо в науковий обіг 8 параметрів широкосмужності спектра анізотропної поверхні: 
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У роботах [10, 11, 13, 15, 18, 19, 21, 29, 30, 34, 61, 

66, 69, 74, 79, 87, 100, 124, 127, 133, 140–144, 147, 148, 
150, 157, 175, 178–180, 204–211] проаналізовані 
параметри опису шорстких поверхонь та методи їх 
досліджень. 

Прикладні завдання впливу шорсткості поверхні 
твердих тіл на контактні явища розглянуто в роботах 
[1–3, 7, 8, 22, 23, 25, 33, 41, 43, 44, 48, 50–53, 58, 67, 71, 
73, 77, 84, 88, 126, 134–138, 145, 152, 155, 162–173, 181, 
191–198], зокрема адгезії контактуючих твердих тіл 
[32, 45–47]. 

Підсумкове резюме 

1. Проведений аналіз числових границь за висотою 
і кроком номінальної форми, хвилястості, мікро- та 
наношорсткості поверхні твердих тіл. 

2. Поданий перелік процесів, на які впливає 
поверхнева шорсткість поверхні твердих тіл. 

3. Приведена класифікація опису шорсткої 
поверхні твердого тіла детермінованими, 
композиційними та випадковими моделями. 

4. Аналізується статистична оцінка шорсткої 
поверхні параметрами: середнє арифметичне та 
середнє квадратичне відхилення профілю поверхні від 
базової лінії в межах базової довжини; щільність 
ймовірності розподілу висот вершин для одиничного 
та двовимірного профілю і відповідних 
автокореляційних функцій; нахил нерівностей; 
гостроверхність (кривини) вершин нерівностей; 
напрямок нахилу виступів; ширина розподілів; 
стандартизованої висоти; узагальнений середній крок 
нерівностей; середній крок нерівностей за вершинами 
та за западинами. Обмеженість інформації про 
шорстку поверхню твердого тіла за допомогою цих 

параметрів є загальновизнаним фактом. 
5. Аналізуються структурні параметри нерівностей 

поверхні та узагальнений критерій оцінки шорсткості. 
Показана обмеженість підходу до опису поверхонь 
цими параметрами. 

6. Показано перспективність застосування 
спектральних параметрів (теоретичної та фізичної 
спектральної щільностей), функції сумісної кореляції 
та спектральної щільності частотних та коґерентних 
функцій для опису шорсткої поверхні. 

7. Аналізуються теоретико-ймовірнісні моделі 
опису шорстких поверхонь твердих тіл, приведені 
формули, які отримані Найяком та Лонґе Гіґґінсом 
щільності ймовірностей висот вершин середньої 
кривини поверхні у вершині виступів та ґрадієнту 
шорсткої ізотропної поверхні. 

8. Аналізується відмінність щільності ймовірності 
розподілу висот піків профілоґрами та вершин 
поверхні для різних значень показника 
широкосмужності спектру. 

9. Аналізується підхід Семенюка М.Ф. та 
Сіренка Г.О. для математичного опису шорсткої 
анізотропної поверхні за допомогою моделі 
випадкового поля. 

10. На підставі результатів Лонґе Гіґґінса про 
використання 9 спектральних моментів та 7 їх 
інваріантних комбінації у науковий обіг нами введено 
8 параметрів широкосмужності спектру анізотропної 
поверхні. 

 
 

Сіренко Г.О. – професор, доктор технічних наук, 
завідувач кафедри теоретичної і прикладної хімії; 
Солтис Л.М. – аспірант кафедри теоретичної і 
прикладної хімії. 
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Review of sources which describe methods, parameters and mathematical and physical models of description of 
nanometrical and micrometrical roughness of surface of solid states. The influence possible of roughness of surface 
on the contact phenomena on the verge of division of phases “solid state – solid state”, “solid state – gas”, “solid state 
– liquid” is considered.  
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